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第 1 章 矢量 分 析 


1.1 绪 论 

在 科学 或 工程 里 ， 经 常 遇 到 和 象 质量 、 时 间 、 温 度 那 样 只 
有 大 小 的 量 。 把 这 些 量 叫做 标量 。 另 一 方面 ， 也 有 相当 多 有 
趣 的 物理 量 不 仅 有 大 小 还 有 方向 。 其 中 包括 位 移 、 速 度 、 加 
速度 、 力 、 动 量 、 角 动量 ， 这 种 有 大 小 和 方 向 的 量 叫做 天 
量 。 在 初步 的 定义 里 ， 一 般 矢 量 是 有 大 小 和 方向 的 量 。 为 区 
别 矢 量 与 标量 ， 凡 是 矢量 比如 站 都 用 黑体 字 。 

到 目前 举 出 的 矢量 ， 都 是 在 力学 里 经 常用 的 量 ， 饶 有 兴 
趣 的 历史 侧面 倒是 ， 矢 量 分 析 并 不 是 在 力学 的 创立 与 发 展 的 
过 程 中 而 创立 与 发 展 起 来 的 。 随 着 老死 斯 韦 理 论 的 发 展 。 发 
现 电磁 场 量 的 天 量 性 是 它 的 固有 性 质 ， 这 才 开 始 认 识 到 天 量 
分 折 的 必要 性 ， 

为 方便 起 见 ， 和 矢量 总 是 用 县 有 与 大 小 成 正比 的 长 度 的 一 
根 箭 头 来 表示 。 用 箭头 方向 表示 矢量 的 方向 ， 销 头 代表 它 的 
方向 的 正 向 。 在 这 种 表示 方法 当中 ， 人 矢量 和 

C=A+B 《1.1) 

是 把 矢量 B 的 始 端 置 于 矢量 和 A 的 末端 即 可 得 到 。 这 时 从 和 4 的 
始 端 引 向 BB 的 末端 就 能 得 到 矢量 C。 根 据 这 -~ 手续， 方程 
(1.1 ) 就 具有 具体 的 意义 。 这 个 手续 叫做 和 的 三 角形 法 则 ， 
如 图 1.1 所 示 。 

”如 图 1.2 所 示 由 平行 四 边 形 可 知 

C=A+B=B+A / (1.2) 

同 理 ， 由 图 1.2 也 能 看 出 \ 


图 1.1 和 括 量 和 的 三 角形 法 唱 图 1.2 矢量 和 的 平行 
四 边 形 法 则 
D=A-B 
作为 表示 有 关 舌 量 和 的 平行 四 边 形 法 则 的 具体 例子 ， 可 以 考 
虑 用 两 根 弦 吊 起 的 物体 。 如 图 1.8 所 示 ， 结 合 点 0 平衡 时 ， 
两 个 力 玉 ,与 :的 矢量 和 必须 与 向 下 的 重力 FF 刚好 平衡 、 在 
这 种 情况 下 可 以 从 实验 上 验证 平行 四 边 形 法 则 ®，。 


图 1.3 力 的 平衡 到 ,+ 有 = -FF 


@@ 严 洛 讲 ， 不 行 中 边 形 法 则 由 一 个 定义 加 以 规定 。 假定 力 为 矢量 ， 利 用 季 
行 四 边 形 法 则 时 ， 从 实验 上 可 以 青 定 力 是 平衡 的 。 
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须 注 意 矢 量 是 与 坐标 系 无 关 的 几何 学 上 的 东西 。 实 际 上 
到 目前 为 止 ,还 没有 用 任何 坐标 系 ， 也 就 是 说 与 坐标 系 的 取 
法 无 关 ， 在 下 一 节 里 还 时 详细 盖 述 这 一 :想法 。 

现在 来 考 虐 基于 用 般 头 表示 估量 妨 的 第 二 种 表示 方法 。 
如 图 1。4 所 示 ， 拓展 从 原点 看 出 发 在 点 (XI1，。Y1，。71) 终 
目 。 这 样 令 矢 量 忆 从 原点 出 发 的 箭头 时 ， 通 过 给 定 箭头 尖端 
的 直 骨 上 化 标 (X1, Yi1s X12) ， 就 能 够 决定 该 矢量 尖端 。 


1 i a re ee pe Pe ee 
| : (1,1,0) ! 


图 1.4 第 卡 儿 分 量 


有 丰 吕 用 来 代表 动量 ， 电 场 等 住 意 矢量 ， 然 而 一 个 特别 重 
要 的 其 是 原点 到 点 (Xi1，71，z'1) 的 人 位移。 用 特殊 符号 + 来 
代表 。 于 是 表示 位 移 ， 可 以 用 矢量 7 或 者 它 的 尖端 的 坐标 
《xi，?1，Zz:) 来 表示 。 

r= (Xi, yi1, 7X1) (1 .3) 

用 > 代表 矢 遇 的 大 小 时 ， 根 据 图 1.5 可 知 尖端 的 坐标 与 ， 
和 在 第 卡 j 放 坐标 系 里 虽 从 任何 一 点 出 发 都 行 ， 这 里 为 简单 起 见 ， 假 定 从 
原点 出 发 。 - 
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有 下 列 关 系 ， 

x =rcosa, Y=reosh, 2, = Frcosy (1.4) 
cosa，cos8，cosy 出 做 方向 余 整 ，a 是 所 研 究 的 矢量 与 x 铀 
正方 回 之 间 的 夹 角 ，B，Y 可 类推，Xj，Y1， 2 做 县 分 
量 或 7 的 投影 。 


图 1.5 方向 余弦 


把 上 述 想 法 再 推进 一 步 时 ， 任 意 儿 景 和 A 分 解 成 它 的 分 量 
(或 在 坐标 轴 上 的 投影 ) 
A,= Acosa (1.5) 
a 是 和 态 和 x 轴 正 方向 之 间 的 夹 角 ， 用 一 个 字 态 可 以 代表 舌 
量 或 者 用 它 的 分 量 (4:，A,，A:) 也 无 妨 。 其 中 4; 的 下 标 
x 意味 着 * 分量 ， 须 注意 并 不 依赖 于 变量 x。 如 果 4z 是 xy 
y，z 的 函数 时 ， 才 记 作 有 4, (x，y，2) 。 

这 里 ， 为 方便 起 见 引 入 沿 各 坐标 轴 的 单位 舌 量 。 令 i 为 
指向 x 轴 的 正方 向 ， 大 小 为 1 的 矢量 ，j 为 指向 》 轴 正方 
和 铝 。， 大 小 为 1 的 矢量 ， 上 为 指向 z 轴 正方 向 大 小 为 1 的 撩 
量 。 于 是 i 4, 是 大 小 为 4。， 指 站 办 正 方 册 前 关于 由 矢 
量 的 加 法 得 到 的 


A=-iA,+ 7A,+kA, C1.6) 
意味 着 矢量 4 等 于 它 分量 的 矢量 和 。 若 矢量 为 0 时 ， 则 人 斥 的 
各 分 量 必 须 都 是 0。 即 ， 如 果 
仿 =1 则 4。 =4,=A4:=0 
最 后 利用 色 报 站 定 理 ， 僚 量 A 的 大 小 为 
A=(A,’'+A,’'+A,’)", (1 .73) 
在 第 2 章 会 看 到 ， 可 以 按照 各 种 坐标 系 的 不 同情 况 ， 把 矢量 
进行 分 解 。 
方程 〈1.6) 规定 由 三 个 基 矢 7 了，& 组 成 实 际 的 三 维 
空间 。 即 一 定 大 小 的 任意 矢量 可 以 用 zi， 7，& 的 线性 组 合 来 
玫 运 。 由 于 i,，Jj，k 是 线性 独立 的 (任何 一 个 都 不 能 用 其 它 
两 个 的 线性 组 合 来 表示 》， 所 以 这 三 个 矢量 构成 实 三 维 空间 
的 基底 。 代替 用 图 解法 求解 矢量 的 如 法 与 减法 ， 可 以 用 它 的 
分 量 来 做 。 按 
A=iA,+ 1A,+RA,.SB=1iB,+7B,+ RhB; 
有 A+B=i(A.+B:)+Jj(Ay,+B,)+Rk(A:+B:) (1.7b) 
例题 1.1.1 对 于 
A=6i+47+ 3k 
B=21— 37- 3k 
利用 方程 (1 .7b》， 可 得 
A+B=8+/jJ, 
A-B=4i+7i+6k 


习 题 


1.1.1 给 定 A+B 与 A4-B 时 ， 试问 如 何 求 4 与 B? 
1.1.2 已 知 大 小 为 10 的 僚 量 A 与 各 坐标 轴 的 夹 角 都 相等 
时 ，。 试 求 A4:，A,，A,。 z 


总 


1.1.3 试 计算 在 xy 平面 上 ， 与 x 及 》 轴 的 正方 向 之 间 的 夹 
角 相 等 的 单位 矢量 的 分 量 ， 

1.1.4 矢量 方程 可 用 A=B 的 形式 来 表示， 从 这 一 事 实 出 
发 ， 试 证 明 一 个 矢量 方程 与 三 个 标量 方程 是 等 效 的 
(把 牛顿 第 二 定律 =ma 当 作 一 个 矢量 方程 时 ， 忱 意 
味 着 oz 只 由 Fs 来 决定 ， 而 与 FEy，F。 是 无 关 的 ) 。 

1.1.5 令 三 角形 的 顶点 4，B，C 分 别 为 点 (一 1，0，2) ， 
(0，1，0)，(1， -1，0) , 试 求 图 形 4BCD 成 为 平行 
四 边 形 的 D 点。 

管 (2，0， 一 2) 


1.1.6 由 原点 出 发 的 三 个 矢量 有， 巨 ，C 的 顶点 作成 一 个 三 


角形 。 由 该 三 角形 的 各 边 得 到 的 矢量 和 (4B + BC+. 
CA 等 于 0， 请 用 A，B8B，C 表示 之 ， 
1.1.7 有 中 心 处 于 7, 半径 为 的 球 。 
(a) 写 出 代表 这 个 球 的 代数 方程 。 
(b) 写 出 代表 这 个 球 的 矢量 方程 。 
答 (a) (xX 一 Xi) 二 (7 一 371) 十 (z 一 2 2 二 0 
(b) r=rita 
《a 的 大 小 虽 是 a， 但 认为 指向 可 以 取 所 有 方向 ). 
1.1.8 由 三 个 相互 垂直 的 平面 镜 组 成 反射 镜 。 试 证 明 入 射 于 
这 个 反射 镜 的 光线 (入射 时 要 保证 能 在 三 个 平面 镜 上 
发 生 反射 〉》 沿 着 平行 于 入 射 方 向 而 反射 出 去 ， 
提示 ， 就 代表 光线 进行 方向 的 矢量 的 分 量 来 考虑 反射 
效果 。 
1.2 坐标 的 旋转 
在 上 一 节 用 两 个 等 效 的 方法 定义 了 矢量 。 一 个 是 作为 决 
定 大 小 与 方向 的 箭头 的 方法 ， 另 一 个 是 用 分 量 来 玫 示 的 方 
法 。 在 这 一 节 采 用 第 三 种 方法 ， 根 据 使 坐标 系 旋转 时 各 分 量 


皮 


的 行 力 来 定义 矢量 的 一 种 方法 。 

在 物理 学 进 - . 步 发 展 阶 段 ， 再 把 矢量 作为 具有 大 小 和 六 
回 I 的 量 来 定义 的 方法 已 显得 不 够 。 一 方面 ， 我 们 经 常见 到 象 
各 疝 异 人 性 晶体 的 弹性 模 量 或 折射 率 那 样 ， 虽 有 具 有 大 小 和 方 
问 ， 但 并 不 是 矢量 的 量 。 另 …… 方 面 ， 这 种 朴素 的 方法 要 进行 
推广 定义 更 复杂 的 量 的 话 就 会 带 来 不 便 。 于 是 以 位 移 矢 量 的 
方法 来 弄 消失 量 的 新 定义 。 

丑 开 和 暂 亡 深 有 着 重要 的 物理 基础 。 即 用 数学 描述 现实 世 


分 析 方 法 为 转移 。 有 些 人 喜欢 把 物理 系统 2 
学 分 析 比 作 建 设 大 厦 的 脚 毛 架 。， 最 后 随 ; 建成 有 


也 就 拆除 了 。 

我 们 考虑 空间 是 各 向 同性 的 情况 。 即 不 存在 什么 特殊 方 
向， 所 有 方向 都 是 等 同 的 。 在 这 种 情况 下 ， 被 分 析 的 物理 系 
统 或 推导 出 的 物理 定律 ， 应 不 依赖 于 我 们 对 坐标 系 的 取 法 。 

再 把 天 量 是 不 依 顿 于 坐标 系 的 几何 对 象 的 想法 进一步 展 
开 。 在 两 个 个 同 的 又 标 系 (一 个 条 是 从 另 一 一 个 系 的 旋转 而 得 ) 
里 来 考虑 r。 

为 简单 起 兄 。 先 考虑 两 维 情况 。 将 举 标 系 (Xx， 儿 沿 逆 时 
针 方 向 旋转 角度 9g。 但 7 不 动 。 这 时 ， 在 原 有 坐标 系 里 > 的 
分 量 〈( 不 带 撒 的 ) 与 在 旋转 后 的 新 坐标 系 〈 带 撒 的 》 里 的 分 
量 之 间 ， 有 下列 关 系 式 

xX’ =Xcosptysing 
y= ~xsing+Ycosg (1.8) 

在 1.1 节 已 经 看 到 矢量 也 能 用 点 的 坐标 来 表示 。 即 点 的 
坐标 与 矢量 的 分 量 成 正比 。 从 此 可 知 ， 矢 量 的 分 量 在 坐标 系 
的 旋转 当中 ， 必 须 象 r 那样 和 -点 的 坐标 进行 相同 的 变换 。 
者 在 xy- 坐 标 系 里 任意 一 组 量 (4:。，4y) 通过 坐标 系 的 旋转 
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图 1.6 竺 卡 儿 公 标 系 的 旋转 


而 变换 到 由 〈1.9) 所 规定 的 〈4-。，4,) 时 ，A4。 与 4y 确定 
矢量 4 的 分 量 @。 

AA. =A.cosy+A,sing 

A,= -A,sing+ A,cosg (1 .9a) 
于 是 ， 矢 量 在 坐标 系 的 旋转 当中 ， 可 以 通过 该 分 量 的 变换 性 
太 来 如 以 定义 如果 对 4 与 As 和 一 维 位 移 矢量 的 分 量 x 与 


当中 ，Az yn 不 具有 这 种 总 而 它们 不 是 矢量 。 
为 了 完善 这 个 定义 ， 必须 弄 清 在 (L 9) 里 的 4, 与 4, 的 
意义 。 令 矢量 4 的 分 量 是 坐标 与 其 它 常 矢量 ec 的 函数 。 
As=AX, Yy, Cr, Cy) 
Ay=A,y(Xx, y, Cz cg) _、(1.%b) 
在 旋转 后 的 坐标 系 里 ，A 具 有 分 量 4A-，A4Av， 它们 也 是 位 置 坐 
标 (省 转 后 的 坐标 系 里 ) 与 c 的 沙 数 ， 所 以 有 


狼 与 此 相对 应 ,标量 的 定义 是 5S’=5S， 即 在 坐标 系 的 旋转 当中 保持 不 交 ， 


As= A(xX’, y’, Cs Cs) YD . 
A,=A,(Xx’, yy’, Cc., Cc,) (1.9c) 
利用 (1.8) 时 ， 用 x，7，cCoe， Cy 与 旋转 角 9 能 够 表示 (1.95) 
中 的 x’,，y’，c:，Cs。 因 坐标 系 都 是 等 效 的 ， 所 以 A. 与 
A, 对 x“，2y，c，c2 的 依赖 性 与 在 原 有 坐标 系 里 A,，Ay， 
对 X，》，cz Cy 的 依赖 性 必须 一 样 。 
在 9=0 的 特殊 情况 下 ， 有 x=x’，》=y’。 很 明显 
-二 上; 
A, = A,, 
如 此 A 依赖 于 XxX， ，c:。c, 的 函数 形式 与 表示 4 对 x%， 
y，cz，0y 的 依赖 性 的 尔 数 形式 相同 。 对 A, 来 讲 也 初 4， 有 
相同 的 关系 ， 

满足 定义 式 (1.9) 的 矢量 的 分 量 4。 与 4,， 和 空间 省 
点 天 量 的 大 小 4 与 方向 结合 在 -起 。4 的 大 小 是 标量 ， 对 坐 
标 系 旋转 是 不 变 的 。 同 祥 ， 方 向 《〈 在 原 坐 标 系 进行 测量 ) 对 
坐标 系 的 旋转 也 是 不 变 的 〈 请 看 习题 1.2.6) 。 绪 果 随 着 坐 
标 系 的 旋转 矢量 的 分 量 是 变 的 。 这 也 就 是 式 《1.9) 的 涵 意 。 
但 旋转 坐标 系 的 分 量 4-，4, 随 着 旋转 昌 发 生变 化， 可 是 它 
们 和 4。 与 As 作成 的 矢量 大 小 相同 ， 而 且 对 x，? 轴 来 讲 给 
出 具有 相同 方向 的 矢量 。 

例 1.2.1 

试 证 明 一 组 量 《〈《- yy，x) 是 二 维和 撩 量 的 分 量 。 

亚 回 答 这 些 量 是 否 是 矢量 的 分 量 的 问题 ， 根 据 和 定义 要 依 
它们 的 变换 性 质 而 定 。 因 此 就 得 分 析 它们 如 何 变换 。 利 用 
Vz= -~-», Vy,=x， 让 

V = — ycosp+xsing 


V ,=ysing+xcosg 0 ,10) 
如 上 上 记述， 办 VV: 依赖 于 x ，y 的 函数 形式 和 V :依赖 于 x，y 


一 一 


的 函数 形式 相同 。 故 寿 
7 ,= -Vv’ 
WX (1.11) 
不 难看 出 ， 利 四 《1.8) 从 《1.11)》 去 披 带 搬 的 恋 星 时 就 会 
得 到 〈1.10?， 并 清 足 二 维 天 革 的 定义 起 人 4.9 内 此 ( -9? 
是 天 量 的 分 怀 。 
例题 1.2.2 


根据 定义 作为 不 是 矢 基 的 :个 例子 ， 考 虑 内 =ix- jy= 


《x， 一 y) ， 要 研究 它 的 变换 体质 时 ， 利 用 (1.9) ， 得 
W 一 2 = xcosg -ysing 
,= -y= -xsing- ycosn 
很 明显 这 些 式 子 入 《1,8〉 是 不 能 同时 成 立 的 。 因 满足 不 了 
(1.9)， 所 以 〈x， -3?)》 不 是 矢量 的 分 量 。 
许多 著者 冶 次 拒 满足 (1.9) 的 关系 的 4z 与 4 叫做 〈 二 
维 ) 天 量 场 的 分 量 ， 和 象 i 与 7 那样 的 常 矢量 利 矢量 场 是 有 区 
别 的 。 这 些 常 矢量 不 能 这 样 变 换 使 让，: 依赖 于 Xx， > 的 纯 数 
形式 和 zz 依赖 于 x“ 与 交 的 亢 数 形式 相同 。 实 际 上 ,了 不 是 x 
与 ?的 函数 而 是 常数 。 在 习题 1.2.1 里 仍 有 常 矢量 的 讨论 。 
为 了 推广 到 三 维 或 四 维 ， 利 用 更 简洁 的 符号 更 为 方便 . 
于 是 
XX 
->X, 
ad!1!1 二 COS0， 0i = Sin 
GQ, = ~ Sing, f,, = COs9 | (1.12) 
由 于 式 (1.8) 可 以 表示 成 
Xi = 一 CGI1IXI 二 axXo 
Xi = QA, 1X) + (ls Xs (C1.13)》 


系数 ais 是 x; 与 *y 轴 之 则 的 夹 角 的 余弦 即 方向 余 芒 。 
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本 


也 
7 wm 
Os =C0OS(CXI xX,) 一 SI 人 


Cs 1 = COS(Xs, X1l ) 一 COS ( 十 下 = — Sing, ~ 


新 符号 @ 的 优点 是 ， 利 用 求 和 符号 并 可 把 〈1.13) 写成 
xX, = SarsXss i=1, 2 (1.14) 
#4=1 

在 这 个 式 子 里 i 是 给 定 各 方程 的 参数。 在 第 1 个 式 子 里 i= 
1， 在 第 2 个 式 子 里 7= 2. 下 标 / 是 求 和 指数 ， 和 积分 变量 一 
样 不 妨 用 其 它 符号 替换 。 

向 三 维 ， 四 维 甚 至 N 给 的 推广 昨 非 常 简单 的 。 只 有 满足 
下 式 时 才能 说 ,NN 个 景 V; 的 组 合 才 是 N 维 矢量 V 的 分 量 ， 即 
在 旋转 后 的 坐标 系 里 的 值 Y ;由 


Vi = 》 awVy, i=1, 2, *» N 《1.15) 
1=1 

确定 的 情形 和 和 前面-… 样 ，qsy 是 % 与 Xj 之 间 的 夹 角 的 余弦 。 
以 后 在 许多 情况 下 ， 对 7 求 和 的 上 了 有限 N 和 i 的 变化 范围 不 再 
明显 标 出 。 当 然 根据 问题 的 性 质 认 为 读者 会 知道 空间 是 几 维 
的 。 

根据 ory 的 定义 它 是 正方 向 的 x 轴 和 正方 向 的 x; 输 之 
闻 的 夹 角 的 余弦 ， 在 笛 卡 儿 坐 标 系 @ 里 可 写成 


和 读者 对 于 用 一 个 参数 9 代替 四 个 贿 数 ay 可 能 产生 疑 团 . 俱 明 显 aiy 不 能 组 
成 数目 最 大 的 参数 ,在 二 维 里 ， 四 个 aty 必须 满足 由 (1.18) 所 规定 的 三 个 条 
件 。 对 方向 余弦 来 讲 ， 拾 加 这 些 多 余 的 太 西 ， 为 以 后 带 来 许多 方便 到 了 第 3， 
4 章 ， 对 这 些 方 便 之 处 会 更 有 体会 。 对 三 维 旋 转 来 讲 《9 个 ai 只 有 三 个 是 独立 
的 ) ， 如 下 各 种 描述 方法 〈1) 4。3 节 的 欧 拉 角 ，(2) 四 元 数 ,(3) 凯利 , 克 莱 因 
的 参数 。 这 些 方 靶 各 有 优 和 缺点 。 

者 试用 Xj 将 Xs 一 Eatkxx 数 分 之 ， 再 接着 《〈1。21) 进行 过 论 ， 


Qi = 0 = 0xy (1.16) 
1 


须 注意 这 是 偏 微分 。 利 用 (1.16) ， 则 (41.15》 变 成 


Vi= ee V， - 人 St Vs (1.17) 
方向 余弦 ay 满足 正 交 条 件 

S04 0 = On (1.18) 
或 So Ot = O48 (1.19) 


符号 6js 是 Kronecker 符号 ， 册 

Os=1 ()= KK 时) 

0s# =0 (i 三 kK 村) (1.20) 
给 出 把 由 (1.12)〉 式 确定 的 oo 的 值 代入 《1.18) 和 (1.19) 
就 可 以 简单 地 肯定 《1.18》 和 (1.19) 在 二 维 情 况 下 是 成 立 
的 ,不 为 0 的 情形 的 结果 成 为 众所周知 的 sin*p+cos “py= 1 
要 在 普遍 情况 下 肯定 (1.18) ， 利 用 (1.16) 的 偏 微分 形 
式 ， 可 得 


: Bx Bx BX: OXk OXgE 
最 后 的 关系 是 把 xy 作为 xt+，xi… 的 函数 根据 -- 般 偏 微分 公 
式 就 可 以 得 到 ， 最 后 结果 的 6xXj/6xs 当 1 二 Kk 时 xy 与 xs 是 正 
区 的 、 所 以 等 于 Orx。 当 1J= 天 时 ， 很 明显 偏 微分 的 值 等 于 
1 。 


DBxy OX - 志 0xy OX: . Xj (C1.21) 


用 分 量 在 坐标 系 旋转 当中 如 何 变换 来 定义 矢量 时 ， 强 调 
| 

。 这 个 定义 对 于 描述 我 们 的 物理 世界 是 有 用 的， 而 且 

很 合 二 我 们 所 用 的 矢量 方程 不 依赖 于 各 坐标 系 〈 坐 标 系 也 
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不 一定 必须 是 笛 上 下 儿 坐 标 系 》 。 矢 量 方程 虽 总 是 可 以 用 任意 
坐标 系 来 表示 。 但 为 了 得 到 数值 结果 ， 最 终 还 是 有 必要 用 特 
定 坐标 系 来 表示 方程 。 

2. 这 个 定义 林 以 推广 到 一 般 定义 ， 这 个 一 股 完 义 可 通 
用 于 第 3 章 分 折 而 闻名 的 数学 领域 中 。 

用 这 也 是 齐全 的 根据 坐标 系 旋转 的 矢量 分 量 的 表现 。 
在 1.3 节 里 为 了 证 明 标 旺 积 是 标量 ， 在 1,4 节 里 为 了 证 明和 饼 
量 积 是 矢量 ， 在 1.5 节 里 表示 标 景 的 梯度。 ve 是 饼 量 都 要 
用 到 。 在 这 一 章 的 最 后 ， 把 1.1 节 所 给 定 的 矢量 用 了 用 处 更 
广 的 定义 。 这 样 做 和 线性 代数 里 的 矢量 或 矢 旦 空间 〈 线 
性 空间 ) 的 内 容 并 不 开拓。 到 目前 为 目 在 这 里 所 谓 失 量 ， 
可 以 相 加 、 可 以 乘 上 数 〈 标 量 ) ， 能 用 于 三 个 矢量 分 量 ,， 多 
项 式 ， 函 数 等 。 它 们 的 集合 叫做 矢量 空间 或 线性 空间 ， 不 仅 
限于 二 维 或 三 维 可 以 是 n 维 的 ， 也 有 无 穷 维 的 情形 、 这 个 秋 
量 可 以 是 实数 的 也 可 以 是 复数 的 。 在 许多 现代 量子 理论 里 
使 用 无 穷 维 的 矢量 空间 〈 和 项 尔 柏 特 空间 ) 。 于 是 作为 单位 矢 
量 ， 正 交 化 函数 会 起 作用 、 健 里 时 级 数 是 这 种 矢 蕙 空间 的 一 
个 例子 。 


习 题 


1.2.1 有 分 量 为 .=1，V, = 0 的 常 矢量 内， 在 旋转 后 的 坐标 
系 里 Y 的 分 量 为 
.= 一 coOs 
"= ~ Sing 
试 人 内 估量 变换 法 则 出 发 证 明 上 式 。 
9- 依 赖 性 是 明显 的 。 由 于 常 矢量 的 引进 ， 在 空间 里 就 


已 设置 了 一 个 狗 定 的 方向 。Y 是 1.1 节 意 义 下 的 矢 
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量 。 电 于 它 的 有 用 性 也 得 承认 它 是 失 量 。 


1.2.2 试 肯定 下 列 各 情形 ， 昆 否 满足 矢量 恋 换 法 则 (1.15)， 


(a) 对 于 (x -y，x+yyv 0) 围绕 zz 办 的 旋转 ， 

(b) 对 于 (0，2z+y，z- 2y) 围绕 x 轴 的 旋转 ， 

(c) 对 于 (y?*+2*?， 一 Xy， 一 xz) 分 别 围绕 三 个 轴 的 
旋转 。 

1.2.3 (a) 证 明 (xycz +Y*cy。 一 xX?*cz -xycy) 作成 矢量 ， 
量 cz>，cy 是 常 撩 量 e 的 分 量 。 

(b) 试 肯 定 (Xxycz 一 x?cy， ?cz 一 xycy) 也 照样 如 
此 . 

1.2.4 二 维 矢量 V 具 有 (ax +by，cx + dy) 的 形式 .其 中 a， 
b，c，d 是 常数 ， 试 证 明 V 是 径 矢 r = ix + jy 和 切 矢 t = 
iy 一 了 X 的 线性 组 合 。 

V=ar+tbt 
提示 ; 矢量 的 变换 法 则 必须 l(a》 对 任何 角度 {b) 在 
所 有 的 点 {x，y) 都 成 立 。 
1.2.5 试 证 明正 交 条 件 2 0 art 二 0st， 这 个 条 件 的 特殊 情 


况 是 ，1。1 节 的 方向 余弦 满足 下 列 关 系 。 
COSs2:Qa+ cos*B+cos:y=1 
这 从 (1.7a) 也 可 以 推导 出 来 。 
1.2.6 (a) 试 证 明 、， 矢 量 4 的 大 小 4=(4:+4;)7” 与 旋转 
坐标 系 的 方 回 无 关 。 即 
(AT 二 AD (2 十 AD) 
与 旋转 角 9 无关。 与 这 个 角度 无 关 表 明 入 对 于 旋转 
是 不 变 的 ， z 
(b)》 在 一 点 (x，?) ， 人 内 规定 了 和 YX 轴 正方 向 之 间 的 
夹 角 @ 以 及 和 2%“ 轴 正方 向 之 间 的 夹 角 a’ ,Xx 轴 到 x 
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轴 的 角度 为 gp。 试 证 明 ， 用 在 旋转 后 储 标 系 里 的 分 项 
来 表示 的 方向 和 用 原来 坐标 系 里 的 分 量 来 表示 的 方向 
是 一 样 的 ， 也 就 是 意味 着 = A,， 即 
a’=a—0 
1.3 标量 积 〈( 内 积 》 
已 经 定义 了 和 天 量 ， 然 后 要 把 它们 进步 结合 起 来 。 把 矢 
量 结合 起 来 的 法 则 必须 保证 数学 上 的 连贯 性 。 具 有 这 种 首尾 
-~ 贯 性 的 可 能 情形 当 
中 ， 考 虑 两 个 在 数学 
上 上 上， 物理 上 很 有 趣 的 情 
形 。 而 第 三 种 可 能 情形 
是 在 第 3 章 里 要 讨论 的 
张 量 。 
在 物理 学 里 经 常 出 
现 所 谓 4B cos9 的 结合 
形式 。 其 中 4 与 B 是 两 图 1.7 标量 积 A.B=AB cosb 
个 矢量 的 大 小 ，9 是 天 
量 间 的 夹 角 、 比 如 
功 = 力 x 位 移 x cos0 
通常 认为 是 投影 到 位 移 方 向 上 的 力 的 分 量 乘 以 位 移 。 
考虑 这 种 应 用 例 ， 把 
A.B=A,.B,+ A,B,+ AzB,-= >A B: (1,22a) 
叫做 A 与 8 的 标量 积 ， 或 内 积 。 根据 这 个 定义 可 知 ， A.B= 
B.A. 
基 矢 i。j，k 满 足下 列 关 系 
iei= 7J*7=k:k=1 (1 .22b) 
ieo j=i*kh=j7*:k=0 
ji=Rk:i=k.j=0 《1 ,22c) 


区 
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旋转 坐标 轴 ， 使 A 为 新 的 x 轴 时 @@， 
As=A, Ay=0 4:=0 
了 = Beeso 
于 是 根据 (1 .22》 有 
A.B= ABcosO (1.23) 
把 这 个 作为 标量 积 的 第 2 种 定义 。 根 据 这 一 定义 司 知 荔 是 力 
与 位 移 的 标量 积 。 

例题 1.3.1 

就 伪 题 1,1,1 的 两 个 矢 晤 与 刀 (A=6i+47+3 上 , 
B= 2i 一 37 一 3&) 米 讲 ， 由 《1.22) 能 得 到 

A-.B=(12-12-9)=-9 
在 这 种 情况 下 入 在 已 方向 的 投影 (或 8B 看 有 4 方向 的 投影 ) 
是 负 的 ， 实 际 上 ， 有 
[A|=(36+16+9) =(61) =7.81 
[IB|= (4+9+0)7=(22)7 =4.69 
有 cos0= -0.246, 6=104.2°。 

加 果 和. 如 =0 而 且 4 半 0，B 半 0 时 ， 根据 (1 .23) 则 有 
cos6e=0 或 =90"，270"，…m…。 即 矢量 4 与 如 必须 是 相 
互 牌 直 前 。 也 可 以 说 入 与 如 是 正 交 的 。 当 然 基 矢 1， 7， 下 
是 相互 正 交 的 ， 为 了 把 这 种 正 交 件 的 想法 再 深入 一步 ， 考 虑 
n 是 单位 矢量 ，yr 是 xy- 平 面 内 不 为 零 的 矢量 ， 即 r = ix + J 
的 情形 ， 如 果 对 于 所 有 的 r+=ix+ .Jy， 有 

nr= 人 0 
时， 则 nz 必须 与 xy》- 平 面相 垂直 ‘ 正 交 ) 。 

到 上 月 前 为 止 还 没有 证 明 使 用 标量 这 个 词 是 否 丛 当 ， 也 就 

起 说 标 早 积 兴 否 就 臣 真 正 的 标量 。 要 进行 这 - 证 明 ， 就 得 研 


@@ 对 于 坐标 系 的 旋转 ，A、B 是 不 变 的 ， 留 到 这 -~ 节 的 后 面 去 证 是， 
了 6 


图 1.8 法 线 矢 量 


究 在 坐标 系 旋转 当中 人 4.B 的 表现 ， 利 用 (1.15) ， 
AsBs +A,B,+A.B;= > aA:S aoyBi 


+ 2 dariAt > aysB; 
+ zi QazsB 
2 ' ”7 (1.24) 
为 按 x，y，z 求 和 ， 使 用 角 标 Kk 与 1， 得 
人， = dr asB 
2 EDE 2 LAG Dy (1 25) 
重新 排列 右边 的 项 ， 有 
> ,44Bx = 2,， >， 2 (QQ11) AsB, 
= 2 2 141B, 
二 AB 
和 1 (1. 26) 


(1.26) 当中 后 面 两 个 式 子 的 推导 ， 利 用 了 (1.18) 的 方向 
余弦 的 正 交 和 条件 与 (1.20) 的 Kronecker 的 6 的 效果 ， 
Kronecker 的 6 的 效果 是 把 角 标 相等 的 项 以 外 所 有 的 项 从 求 
和 中 去 挥 。 在 (1,26) 里 ， 其 效果 是 取 j=i 时 ， 对 ;的 求 和 
去 挤 。 取 i=; 轩 对 1 的 求 和 去 挤 ， 根 据 (1 .26) 有 

> AiB, = AiB, (1 .27) 


这 正 是 标量 的 定义 ， 即 在 坐标 系 的 旋转 下 保持 不 变 。 为 了 使 
用 这 种 利用 所 谓 不 变 的 想法 的 类 似 方 法 ， 考 虚 与 C=A+B 


及 其 本 身 的 标量 积 
CC=(A+B):(A+B) 
=A.A+B.B+2A.B (1 28) 
C:C=C! (1 29) 
入 C.C =C: 是 和 失 量 C 的 大 小 的 平方 ， 所 以 是 不 变量 。 因 此 
相知 
4.B = 二 (CA?-B2?) (1 30) 
是 不 变 的 ， 


。 因 (1.30) 的 右边 


是 不 变 的 ， 即 标量 ， 所 

~ -和 L_- 系 旋 转 下 也 必须 不 变 。 

: 从 此 可 知 4. 召 是 标 : 
图 1.9 余弦 定 理 量 。 

(1.28) 是 余 弱 定理 

C2?=A?+B’-+2ABcoOsO (1 .31) 


的 另 -一 表现 。 通过 使 (1.31) 和 “(1.28) 对 比 ， 可 得 到 (1.23》 
的 另 -证 明 ， 相 反 也 可 以 看 成 是 用 天 量 推导 余 豆 定理 。 
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说 明 标量 积 的 几何 意义 的 一 个 有 趣 例子 是 在 广义 相对 论 
里 ， 考虑 x，y，7z，w 的 四 维 空间 球 。 
X2 +y2+22+ w=1 
这 个 四 维 球 的 表面 由 满足 所 谓 |r| =1 的 条 件 的 矢量 r = (x， 
?2，2，W)》 来 表示 。 在 这 个 四 维 球 的 总 表面 上 能 够 作出 切 于 
这 个 球 的 单位 矢量 tt。 作为 一 个 可 能 的 例子 ， 有 
f= (YY, ~—X, W, —?) 
读者 不 难 肯 定 ， 遍 及 总 表面 上 为 
fet=1 
所 以 大 小 是 1， 由 于 
ter=0 
i 
二 维 里 存在 着 类 似 的 结果 例题 1.2.1) ， 可 是 三 维 
内 有 关公 结果 从 球 上 出 来 的 毛发 并 不 都 能 梳 光 ， 额 上 面 的 
立 发 就 是 如 此 。 
由 (1.22)〉 规定 的 标量 积 ， 可 向 两 个 方向 推广 ， 没 有 必 
要 把 空间 限制 到 三 维 。 在 n 维 空间 里 ， (1.22) 适用 于 从 1 
到 nn 求 和 和， 如果 求 和 是 收 伍 的 无 穷 级 数 时 ，n 取 无 穷 的 也 是 
可 以 的 。 其它 推 广 是 在 矢量 当中 包含 函数 。 也 可 以 考虑 关于 
洪 数 的 标量 积 . 


习 题 
1.3.1 试问 下 列 矢 量 间 严 角 的 余弦 是 多 少 ? 


A=37+47+R 
B=i-j+hk 


1.3.2 两 个 大 小 为 1 的 矢量 a 与 ay 是 平行 的 或 相互 垂直 。 
二 扒 间 全 (1 18》 旺 示 二 放风 你 下 的 正文 关系 
1.3.3 试 证 明 〈1) 基 矢 和 它 本 身 的 标量 和 是 1，(2) 这 个 关 
系 在 所 有 旋转 坐标 系 里 邦 正 确 ， 利 用 这 一 事实 , 则 i 。 
j=0 意 味 着 i- 7 =0。 但 i 是 在 围绕 原来 坐标 系 的 z 畏 

旋转 45° 后 的 坐标 系 里 的 基 矢 。 


1.3.4 从 原点 引出 的 矢量 + 的 尖端 在 (x*，y，z) ， 或 > 在 
空间 中 指定 一 点 (x，y，z) ， 试 问 由 满足 下 式 r 所 
找 膛 的 均 面 如 何 
《a) (Cr 一 al a=0， 
《by (Fr 一 al)*r=0。 
其 中 矢量 a 是 常 拓 是 《大 小 和 方向 都 … 定 》。 
1.3.5 偶 极 给 为 Vi 和 的 两 个 偶 极 子 间 的 相互 作用 能 ， 用 
矢量 形式 可 写成 
Vo- 2 2 3(EIeTr) (Hs er) 
用 标明 形式 可 写成 
V = gC2c0sO Lc0s0, — Sin0 sine ,cosg) 
~ 其 中 91 与 9; 分 别 为 &1 与 42 对 了 的 夹 角 ，9 是 有 六 
与 > 所 组 成 的 平面 之 间 的 夹 角 。 试 证 明 这 两 种 Y 的 
表示 是 等 同 的 。 


a 一 一 一 -- 一 


— -一 一 一 一 一 一 一 一 :ee 一 一 一 md 


/ 
1.4 矢量 积 〈 外 积 ) 


矢量 乘法 的 第 2 种 形式 是 ， 用 角度 的 正 缀 代替 余 踊 。 比 
如 物体 的 角 动 量 是 


角 动量 = 辟 长 动量 


= 中 离 x 动 量 x sin9 
为 了 便于 处 理 有 关 角 动量 ， 转 矩 ， 角 速度 等 有 关 问 题 ， 把 矢 
量 积 或 外 积 直 义 为 


C=AxBE 
C= ABsing 


图 1.10 角 动 量 
积 不 癌 ， 
与 名 


杂 ; 前 面 的 标 是 


现在 C 是 矢量 。C 的 方向 重 直 于 AA 
组 成 的 平面 . . 态 ，B,，C 的 指向 取 右 手 条 。 方 问 的 
取 法 成 立 反 习 易 天 系 
AxB8= -BxA (1.32a) 
根据 这 个 外 积 的 定义 ， 可 得 
zxi=7x 了 = 玉 xR=I0 
ixj7=k, jxhkh=i, hxi=} 


(1 .32b) 
FxXi= -RR, RxJI= -i, 


xR= -7 (1.32c) 
大 家 汰 习 的 伐 感 应 强度 再。 通常 按 闪 量 积 形 式 的 力 方 
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一 


程 昌 来 加 以 定义 

Fuy=qoxB 
其 中 是 9 的 速度 ，Fw 是 作用 于 运动 电 柴 的 力 。 外 积 具 有 
在 以 下 儿 节 使 用 的 一 个 重要 几何 意义 。 在 用 有 委 与 8 确定 的 
平行 四 边 形 (图 1 .11〉 当中， 把 4 作为 底 边 长 度 时 则 1 Bsin9 


图 1.11 用 平行 四 边 形 表示 矢量 积 


代表 高 度 。 于 是 Ax B81= 48 sinb 是 这 个 平行 四 边 形 的 面 
积 . 作为 拓 量 来 看 , 则 有 AAxB 是 以 与 B8 所 确定 的 平行 四 边 
形 的 面积 为 大 小 ， 并 在 方 回 上 垂直 于 平行 四 边 形 平面 的 面积 
矢量 。 补 充 些 说 明 的 话 , 那 就 是 把 (1.32c) 与 〈1.325b) 变形 
的 式 子 会 成 为 展开 四 元 数 数 学 的 出 发 点 。 所 谓 变形 式 子 是 
zXxZz= 了 xy 了 = 天 xx 天 = 一 1。 
作为 矢量 积 C=AxB 的 定义 ,有 确定 C 的 分 量 的 方法 。 
Cs = A,B,— A,.B, 
Cy= A.B;: — A.B,; (1 .33) 
.C,= A.B, — A,B» 
或 Ci=AjBs -AiB,。 (i,，i, 天 彼此 不 相等 ) (1.34) 
这 是 能 循环 交换 和 角 标 i，;,， 5 的 武子 。 矢 量 积 也 能 用 行列 式 
恰当 地 表示 出 来 二 
禾 这 里 认为 电场 E 二 0. 
二 有 关 行 列 式 请 参考 4.1 节 ，。 
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加 pe rr 


i 了 天 
C=|A, A, A, (1.35》 

本 B。B， 卫 。 
技 第 1 行 展开 行列 式 时 能 得 到 在 (1.33) 的 C 的 三 个 分 量 。 


例题 1.4.1 

对 于 在 例题 1.1.1 里 给 定 的 矢量 A, BB 
A=6i+47j+3k 
B=2i-37-3k 


来 讲 
i 了 k 
AxB=|I6 4 3 
2-3-—3 


=i(~-12+9)—-J(~-18~6)+k( -18- 8) 
= — 3:1+247- 26k, 
为 了 证 明 《1.32》 式 与 通过 分 景 定 义 (1.33) 是 等 同 的 ， 利 
用 ,33) 来 计算 4.C 与 已 .C 
A.C=A.(AxB)=A.(A,B, -A,B,) 
+ Aj( A.B, ~- A.B,) 《1_.36》， 
+ A.CA.B,— A,B,)=0 
同 理 
B.C=B.(AxB)=0 《1 .377 
在 (1.36) 与 (1.37) 里 C 既 垂直 于 A 也 球 直 于 B(cos6= 0， 
0= +90"), 这 表明 它 垂直 于 A 与 BB 所 组 成 的 平面 ,在 基 矢 的 
特殊 情况 下 ， 考 虚 ix 了 了 =k 有 Cs= +A4Az-B) 可 以 确定 正 向 。 


大 小 可 由 
(AxB).(AxB)=AB:-(A.B): 
= A2B?. A?B?cos?0 (1 ,38y 
= A?:B’sin?0 
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故 有 C= 4Bsinb (1 .39) 
总 名利 本 1.753 内 积 利 由 ‘(1.22) ,都 用 分 景 光 示 之 ， 
汶 不 难看 湾 楚 1 7-) 的 第 1 个 式 子 。 根据 (1.,36).(1.37)， 
(1.39) 容易 知道 矢量 积 的 第 2 个 定义 (1,32) 与 (1 .33) 
是 等 同 的 。 

胃 外 遗留 的 问题 是 ，C=AxB 实际 十 是否 是 和 欠 量 ， 即 
守候 填 清 足 矢 量变 换 法 则 (1.15) 。 变 换 旋 转 后 坐标 系 《 带 
搬 的 ) 的 矢量 ， 可 得 

C;= ABr ~ AiB;,， (ij 天 按 循环 次 序 ) 
= 2 oA >》 arnBn— > arl4 yy arm 再 。 


(1 .40) 


一 > (GyzQpm — pit m AI 了 pn 


当 玉 = 工时 括 弧 内 方向 余弦 的 式 子 变 威 0， 一 且 确 定 了 就 能 
确定 ;与 KR， 对 于 1 与 m 有 6 个 组 合 。 令 1= 3 时 则 j=1,k=2 
(循环 次 序 ) ， 方 向 余弦 有 下 列 组 合 。 

Ci: 一 C210i: 二 Gass 

alsas1l 一 02s011 =dss 《1 .41) 

G12023 一 zs018 =Qs: 
以 及 把 它们 的 符号 改变 以 后 。 《1 .41) 是 方向 余 芝 所 满足 的 
恒等式 。 利 用 行列 式 与 矩阵 可 以 肯定 这 些 恒等式 (参考 习题 
4.3.3) ， 将 (1.41》 代 入 (1.40) 
z Cs=as3sAB, +a,.A,.B, +as1A,B, 
一 -0ss4:Bi -as 4iB -asi4:B， 

=fisiC! tasiC, +assC, (1 .42) 
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中 !1。.15) 立刻 可 以 看 出 实际 上 芭 是 矢量 ， 这 里 李 指 出 ， 外 
租 打 这 竹 舌 县 但 原 ， 生 由 于 空间 是 三 维 的 而 代 然 发 生 的 全， 
到 第 3 章 星 会 知道 外 积 也 可 以 作为 三 区 反 对称 张 全 克 处 理 。 

和 失 景 冬 法 已 经 介绍 了 两 种 方 法 ， 第 3 天 将 在 第 3 章 出 
再 ， 然 看 人 时 的 除法 究 莞 如 何 ， 人 与信 的 比 ， B/A 若 及 与 
B 不 法 平 行 的 就 不 能 唯一 的 确定 〈“ 习 题 4.2.19》 ,看 来 不 能 
定义 天 二 除 以 其 它 矢 量 ， 


习 题 


1.4.1 两 个 矢 景 A 与 8 由 
A=2i+4j+6k 
B=3i-37- 5k 
确定 。 试 计算 它们 的 标 是 积 A.B 与 和 拓 量 积 Ax8B。 
1.4.2 证 明 下 列 各 式 
(a) (A—-B).(A+B)=A’:—-B? 
(b) (A-B)x(A+B)=2AxB 
这 必须 要 用 分 配 律 
A-.:(B+C)=A.B+A.C 
Ax(B+C)=AxB+AxC 
只 要 在 饼 - 卡 儿 谷 标 系 里 用 分 量 进行 展开 的 话 ， 是 不 难 


证 明 的 。 
1,.4.3 给 定 三 个 矢量 
P=3i+27-k, 
Q= -6i—47+2k, 
R=i-27-k 


略 元 其 是 (1.41) 只 在 三 维 室 间 里 成 刀 . 在 7 维 空 间 RR? 虽 有 可 能 人 为 地 定义 
外 入， 可 是 议 外 积 只 有 病态 的 性 质 ， 
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试 找 出 处 于 垂直 关系 ， 平 行 关系 以 及 反 平 行 关系 者 。 
1.4.4 利用 下 列 矢量 
P=icos0+ ysing 
Q=icosp— jsing 
R=icosg + jsing 
试 证 上 明 熟 知 的 有 关 三 角 函 数 的 恒等式 
sin(0 + Wm)= sin0cosp+t cosGsing 
cos(OA+D)=cosbocosp — sindsing 
1.4,5 (a) 试 求 出 垂直 于 下 列 U 与 V 的 矢量 各 
U=2i+j-k 
V=i-Jj+k 
(b》 除 了 这 个 条 件 ， 再 让 大 小 为 1 时 则 及 会 如 何 。 
1.4.6 试 证 明 a，6，c，d 都 在 同 - 平面 内 时 
(axb)x(cxd)=0 
提示 :考虑 外 积 的 矢量 方 回 ， 

1.4.7 三 角形 的 三 个 顶点 的 坐标 是 (2，1,5,),(5，2，8)， 
(4，8，2) 时 ， 试 利用 矢量 的 方法 来 计算 面积 。 
1.4.8 平行 四 边 形 的 顶点 4. B,C，D 的 从 标 分 别 是 (1， 

0， 中 (2，-1， 0》， (0, -1, 1) ，( 一 1， 

0， 。 试 求 三 角形 4BC 与 BCD 的 面积 矢量 。 两 个 

关机 矢量 相等 四 1 

答对 4BC 来 讲 是 一 1/2 (C++ 2 有) 

1.4.9 从 原点 出 发 的 三 个 矢量 A，B,C 与 原点 一 起 组 成 四 

面体 。 试 计算 这 个 四 面体 的 四 个 面积 矢量 。 但 假设 由 

四 面体 向 外 的 方向 为 正 ， : 

注 ) 这 个 结果 在 1.11 节能 推广 到 任意 的 封闭 曲面 。 


1.4.10 试 求 出 由 下 列 三 个 和 失 量 所 确定 的 球面 三 角形 4BC( 图 


1.12) 的 边 的 长 度 与 角度 。 
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EE rp ee Ee te a 


六 =(1， 0, 0) 
B= ,0, 二 
w 2 2 


c-(o, | 1 _ 
\ 2 二 


《各 矢量 从 原点 出 发 ) 


图 1.12 球面 三 角形 


1.4.11 试 推导 正 葡 法 则 


人 


1.4.12 根据 将 仓 兹 力 公式 


F =a(vx 8B) 7/ 
e/ 


一 一- -一 一 一 -一 -一 re -ee 刘 玫 -一 -rr 一 rr 


可 定义 磁感应 强 
度 B。 做 三 个 实验 ， 得 
到 对 应 各 个 ov 值 的 力 
的 值 


v=i, 


v=k, = -2 


qd 


试 分 别 利用 这 三 个 实验 的 各 结果 ， 计 算 磁 感应 强度 如 
的 值 。 
1.5 标量 三 重 积 与 和 拓 量 三 一 积 
在 1.3 节 和 1.4 节 讨论 了 丙种 有 趣 的 矢量 有 乘法。 还 有 三 个 
矢量 的 结合 ，A..BxC) 和 A x(BxC)。 由 于 它们 经 常 出 
现 ， 当 然 引 人 注意 ， 人 们 知道 
A.cBxC) 
是 标 景 三 重 积 。BxC 虽 是 矢量 但 和 人 及 的 内 积 却 是 标量 。 
(有 态 .B)xC 是 标量 与 失 量 的 外 积 ， 这 是 到 目前 为 止 还 没有 定 
义 的 。 如 果 把 这 种 未 定义 的 不 算 在 内 时 ， 那 么 去 控 标 量 三 重 
积 的 括 张 ,写成 4。BxC 也 无 妨 。 对 外 积 来 讲 利用 (1.33)， 
-对 内 积 来 讲 利用 (1.22)》 按 分 量 进 行 展 并 
4 .BxC=A,.B,Cs -BCy) + Ay(BsCs — BeCs) 
+ A(BrC — BC.) 
=B.CxA=C*.AxB . 
-A.CxB=-C.BxA=-B.AxC. 
‘(1.43) 
很 明显 有 引 人 注 且 的 很 高 的 对 称 性 。 各 项 分 别 售 有 因子 4， 
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i Kk fx，3》，2》 循环 3 列 时 ， 该 项 符号 为 
交换 内 积 往 外 识 的 次 于 


Pa 


地 无 妨 . 
A 二 Ax Ef 


: 4349 控 人 重量 的 民 开 - 人 的 ， 


仿 ， 各 x € = 


I GH 的 i EB Co 
条 区 换 ? 2 水 ， 根 六 业 不 了 作 T jE ay 落 ， C 
二 


A 
ES 


图 1.13 标量 三 重 积 的 平行 六 面体 表示 
让 显现 出 xB 牌 直 于 4 与 部 两 者 的 1.4 节 里 ， 出 现 的 三 
重 积 蚌 普遍 结果 (1.43; 的 特殊 情况 。 
标量 三 重 积 具有 直接 的 几何 意义 。 可 以 认为 三 个 矢量 
4，5，C 规 定 了 平行 六 面体 〈 图 1.13)。 
[Bx CC|= BC sing 
= 平行 六 达 体 底面 积 (1.46) 
全 有 关 行 列 式 的 姓 质 请 参考 4。1 节 。 
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Bx C 的 方向 垂直 于 底面 。4 和 局 xC 的 内 积 就 是 底面 积 和 
4 在 它 的 法 线 方向 的 投影 的 乘积 ， 即 底面 积 x 高 ， 于 是 

4.BxC= 由 4，B，C 确定 的 平行 六 面体 的 体积 
例题 1.5.1 对 


入 =i+27-— 皮 
B=j+k 
C=i-j 
来 讲 ， 
1. 2 ~1| / 
4.BxC=lo 1 1 (1.47) | 
1 -1 0) 


按 第 1 行 元 素 的 余 因 子 进行 展开 ， 则 行列 式 为 
1x(0+1)-2x(0-1)~1x(0-1)=4 

这 是 用 4 ,B,C 作成 的 平行 六 面体 的 体积 。 请 读者 切 莫 起 记 
及 .BxC 有 时 是 负 的 。 在 第 3 章 里 再 来 讨论 这 个 问题 以 及 它 
的 解释 。 

作为 标量 三 重 积 的 一 个 有 趣 的 应 用 ， 考 虑 做 成 倒 晶 格 的 
情况 。 假 设 c。、2p，e 是 确定 一 个 品格 的 矢量 不 一 定 要 求 它 
们 必须 是 正 交 的 ) 。 从 一 个 格 点 到 另 一 个 格 点 的 距离 可 写成 


r=Nnoa+nbt noc (1.48a) 
1o，1，Ho 取 整数 。 利 用 这 些 矢 量 作出 
,. bxe ,cxa _ axb 
° ae5xc 2 a:bxe ’ ° a*bxe 
(1.48b) | 


不 难看 出 a“ 垂 直 于 包含 已 及 e 的 平面 而 大 小 和 6 成 正比 。 
实际 上 。 我 们 能 证 明 

a’*a=b’*b=e’ce=1 (1.,.48c) 

a’‘*b=a’*c=6 :a= c= a=e/b=0 (1.48d) 
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介 格 子 的 名 称 就 是 来 自 (1.48b) 和 (1,48c) .存在 这 种 倒 
格子 的 数学 上 的 空间 经 常 和 傅 里 叶 分 析 相 联系 ， 叫 做 傅 里 叶 
空间 。 对 于 包括 来 自 晶 体 中 各 种 平面 的 波 的 散射 的 问题 ， 倒 
格子 是 有 用 的 。 更 详尽 的 讨 论 出 现 于 R.B.Leighton 的 近代 
物理 原理 pp。440-448CNew York， McGraw-Hillk 1959)j。 
在 斜 交 坐 标 系 里 还 要 用 到 倒 格 子 ， 
有 趣 的 第 2 个 三 重 积 是 和 丰 x (BxC)， 在 这 种 情况 下 决 
不 允许 把 括 弧 去 掉 。 只 要 考虑 特殊 情况 
ix(ixJ7)=ixk= 一 了 (1.49) 
(Txi)x7=0 
这 就 不 难 理 解 。 从 前 面 有 关 矢 量 积 的 讨论 ， 就 会 知道 矢量 三 
重 积 是 矢量 。 同 时 也 会 知道 矢量 积 结果 得 到 的 矢量 其 方向 重 
直 于 有 和 CBxC)， 由 B 与 C 记 关 定 的 平面 王 直 于 BxC, 所 以 
及 x (BxC) 在 此 平面 之 内 .这 一 事实 表明 ,Ax(BxC) 可 以 
用 如 与 C 的 线性 组 合 来 表示 。 于 是 可 知 
Ax(BxC)=B(A.C)-C(A.B) (1.50) 
这 有 时 作为 BAC-CAB 律 而 闻名 。 这 个 结果 用 展开 成 笛 卡 儿 
坐标 的 分 量 那 桩 一 种 不 太 精致 的 方法 可 以 直接 加 以 肯定 ( 参 
考 习 题 1 .5.1) 。 

”这 个 B4C-CAB 律 也 许 是 最 重要 的 单独 的 恒等式 。 在 以 
后 的 习题 里 或 推导 其 它 公 式 时 要 经 常 使 用 ， 最 好 把 它 背 诵 下 
来 。 在 这 里 要 牢记 因 矢 量 与 坐标 系 无 关 ， 记 以 矢量 方程 也 就 
与 各 坐标 系 无 关 。 举 标 系 只 是 确定 分 量 。 如 果 在 馆 卡 儿 坐 标 
系 里 能 确定 该 矢量 方程 ， 那 么 不 论 在 第 2 章 所 引进 的 哪 一 种 
坐标 系 里 都 是 正确 的 . 
例题 1.5.2 
科 用 在 例题 1.5,1 所 给 定 的 三 个 矢量 ， 根 据 〈1.50) ， 


如 
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tr 


Ax(BxE 下 


= -i 一 育 
说 得 详细 些 
? F “| 
x = i 1 i=7+7-k 
il ~1 0 | 
| 
Ax‘Bxt = 2 -145= -1-»h 
11 1 -1 


利用 标明 三 重 积 磺 矢量 三 重 积 可 以 简化 其 它 更 偶 序 的 冬 问 ， 


习 题 


1.5.1 试 在 笛 卡 儿 尚 标 杀 里 直接 展开 成 分 量 ， 从 而 肯定 矢 芥 
三 重 积 的 展开 公式 
AxBxC)= BA.C)~-C(A.B) 
1.5.2 试 证 明 (1.38) 的 最 初 的 关系 式 
(AxB):AxB)=AB’-(A.B)’ 
和 矢量 三 重 积 的 84C ~ CA 律 并 不 相 盾 。 
1.5.3 给 定 三 个 矢量 4， 已， 二 如 下 
A=i+J 
B=7+k 
(= 一 天 
(a) 试 计算 标 景 三 重 积 A.BxC。 利用 A=8+C， 
对 这 个 标量 三 重 积 的 计算 结果 进行 几何 解释 。 
(b) 试 计算 Ax(BxC). 
1.5.4 试 证 明 


axbac)+toxecxa)+cx(oaxt:=0 
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Te 2 - i 
2 - 一 和 本 


1.5,5 将 天 号 及 分解 为 径 先 4 及 切 撩 六:。 令 ro 为 径 矢 方 
”加 的 单位 矢量 时 ， 试 证 明 
(a) A,=ro(A .ro) 
(b) 人 = ~rox(roxA),. 
1.5.6 三 个 不 为 零 的 矢量 4，B8，C 在 同 平面 上 的 必要 且 
充分 条 件 是 标量 三 重 积 为 零 。 证 明 
A.BxC=0 
1.5.7 三 个 天 量 A，B,，C 规定 如 下 
A=3i-2J+2k 
B=6i+t+47-2k 
C= -3i~-27-4k - 
试 计算 AA.BxC,， Ax(BxC), Cx(AxB), Bx 
(Cx 有 4) 的 值 . | 
1.5.8 矢量 D 是 ， 不 在 同一 平面 上 三 个 矢量 〈 不 正 交 ) 的 线 
性 组 合 
D=aA+bB+cC 
试 证 明 这 个 系数 由 标量 三 重 积 的 比 来 确定 
Ee 
1.5.9 试 证 明 
CAxB)..CxD) 
=(A.C)(B.D)-(A.D)B.C) 
“4.5,10 试 证 明 
(AxB)xCxD)=.A.BxD)C 


—- (A.:.BxC)D 
t.5.11 就 图 1.12 所 绘 的 球面 三 角形 ， 证 明 
sinA sinB sinC 
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sin4 是 在 4 点 的 角 的 正弦 ，c5 是 在 4 的 对 边 用 绝 度 ， 
测 得 的 . 
提示 ， 灵 活 运用 习题 1.5.10。 

1.5.12 给 定 


bxe ) cxa 


a = b 一 
CoeBxe ’ aoeBxe 


/axb 


= -五 EX abxc0 


时 ， 试 证 明 
(a) x’ y=6r, (x,» y=a, b, c)， 
(b) a’:b’ xce' =(apxe)-1 
b’ xe’ 
a’*b’ xe’ 
,5.13 当 x'。.y=0r，， (x， y=as D，c) 时 ， 试 证 明 


,;. bxce 
a — 一 和 A 


abxe 


z (这 是 习题 1.5.12 的 这 证 明 。 ) , 

1.5.14 试 证 明 任 意 矢 量 Y， 能 用 倒 矢 a“ ,2 ，e“ 表示 成 Y = ， 

(Va)a’ +(V bb’ (Wec)ec: ， 

1。5.15 以 速度 v1 运动 的 电荷 9:， 建 立 由 下 式 规定 的 磁 感 8 : 
强度 已. 


(Cc) a= 


ro 的 方向 是 从 电荷 91 指 向 测量 BB 的 地 点 ( 毕 奥 - 沙 丽 ; 
定律 》. : 
(a) 试 证 明 利 用 矢量 三 重 积 则 作用 于 速度 为 的 其 
它 电荷 9; 的 磁力 由 下 式 给 出 


FF, = 0 x (Vv: Xro) 
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ee Ee re 


《b) 试 写 出 gx 作用 于 41 的 磁力 1。 这 时 使 用 的 径 
矢 如 何 ? 下 :与 严 : 有 何 关 系 ? 
(c) 车 与 4; 平行 运动 时 ， 试 计算 与 F,、 


答 (b) 已 ,= -中 92 vy, x(v,xro) 、 一 般 在 


只 Amr? 
与 ,之 间 没 有 简单 关系 。 尤其 是 牛顿 第 三 
定律 ， 忆 ,= -下 ,并 不 成 立 . 
(ey Fi= hg vero= -Fs， 相 互 阴 
弓 | 。 
1.6 梯度 V 


p(x，y，z)》 是 标量 点 函数 ， 也 就 是 认为 它 的 值 是 依赖 
于 坐标 〈x，y。2z) 的 值 的 函数 。 既 然 是 标量 就 和 坐标 系 的 
旋转 无 关 。 在 空间 的 一 定点 这 个 函数 必须 总 是 有 相同 的 值 。 
写成 式 子 时 ， 有 
P(Xis X2s X3) = P(X1, Xs Xs) (1.51) 
用 x; 微分 对 利用 偏 微 分 规则 和 《1.16) ， 则 得 


OP’ (Xi,X2yX3) _ P(X1 ,Xs ,Xs) 
BX: 0OXi 
= OP 60xj = (1 .52) 
xy dX: “Oxy l 


和 代表 矢量 恋 换 法 则 的 《1.17》 进行 比较 时 ， 就 会 知道 99/ 
3x; 是 矢量 分 量 。 把 以 此 为 分 量 的 矢量 叫做 9 的 梯度 。 
用 符号 简洁 地 表示 时 


sp , :0p sg 
VY9 tJ oy +h-az ‘1.53) 
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一- Tp re de EEE Eo ET - 


: 全 ， 们 
或 二 i + fF- 让 疙 和 (1 .54) 


Vo ( 读 作 第 尔 P) 时 二 怀 旺 = 的 梯度 ， 但 Y (第 尔 》 本 身 是 
矢量 微分 算 符 《 作 用 于 标 兽 9。 即 将 名 租 分 之 ). 

应 该 强调 拱 出 ， 这 个 算 符 是 --… 个 混合物 ， 宇 必须 这 全 处 
理 矢 量 的 规则 和 各 偏 微分 规则 这 两 者 . 

例题 1.8.1 

试 计算 fQ0) = 了 (Vx?+y?+?2 ) 的 梯 庶 
Of (CF) + 1) + Ro 
dX 3y 62 
1(7) 只 有 通过 r 依赖 于 x。 因 此 多 

af(ry _ df(r) , dr _ df .x 


J 


Ox dr ax dr r 
把 这 个 式 子 代入 YYf(r)， 得 


Vf(r) = 一 一 一 


Vi) = (ix + jy+ ke) -of- 
~ dj 
r dr 
of 
?Togr 


ro 沪指 向 正 的 径 失 方向 的 单位 矢量 ， 
Yq 的 一 个 直接 应 用 是 ， 它 和 长 度 的 微小 增 晤 


力 这 是 全 微分 当中 链 式 法 则 《chain rule) 


f(r1 ,0,8) ~ af Br + 6f 60 -91 9 
局 区 Br 3x 38 Ox Btp Hx 


的 特殊 情况 ， 在 这 种 情况 下 ，-89 一 二 一 0 907 ,df 
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一- 


dr 三 zxX 二 Jdy + 有 dz C1 38) 
的 内 积 ， 这 tii， 得 
O 


多 mysd ~ 0P dv + op 1 十 69 dz 
(7 94 OX Gy > GZ 


dg (1 .56) 
这 是 对 应 干 位 置 变化 dr 击 引 起 的 标量 画 数 的 变化 ， 令 与 
@ 为 曲面 p (x,y,z)=C (C 方 常量 ) 上 的 两 点 如 处 十 离 ; 
P 的 距离 为 dr 之 处 . 由 了 向 8 移动 时 ，p (x,y,z》(=0C) 的 


变化 由 


do =(YpD) dr 
=0 (1.57) 
确定 。 原 因 是 8@ 也 位 于 pCx，y，?z)=C 的 曲面 上 ，7 一 事实 
表明 v9 和 dr 是 相互 垂直 的 。 只 要 dr 在 曲面 之 上 ， 就 能 
由 P 指 向 任何 方向 , 即 8 虽 在 曲面 上 但 起 取 任 何方 向 自然 会 
知道 Yep 垂直 十 =C 的 曲面 。 
现在 取 dr 使 得 它 从 一 个 曲面 p = C ,指向 相 邻 曲面 = C， 
时 ， 则 
dy = C, -Ci=AC 
=(V9Jodr 《1 .58) 
dy 的 大 小 一 定时 ， 取 dr 平行 于 yp 时 (cos9=1) 则 19s ;的 数 
值 变 得 最 小 ， 或 者 , jdr| 的 数值 一 定时 , 取 dr 平行 于 Ap 则 标 
量 函 数 p 的 恋 化 量 最 大 。 根 据 这 一 事实 可 以 认 六 ve 是 具有 
9 的 变化 率 最 大 的 方向 的 矢量 。 这 一 性 质 在 第 2 章 考 虑 非 第 
卡片 誉 标 系 时 很 有 用 。 
例题 1.6.2 
作为 到 目前 为 止 讨论 的 问题 的 特殊 例子 或 作为 例题 的 推 
广 ， 考 虑 来 自 图 1.14b 的 共 心 球 壳 的 曲面 ,曲面 的 公式 是 


PCX5 7 Z) KX 二 2 十 00 
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图 1.14a 梯度 


rs 是 半径 等 于 常数 Ci-AC = Agq=Ar; 是 两 个 球 党 之 间 的 距 
六。 根据 例题 1.6,1 

Vo=r, 
标 景 的 梯度 ， 代 表 力 场 和 势 场 之 间 的 关系 的 情形 在 物理 当中 
是 特别 重要 的 。 


下 


rr 


图 1 .14b 对 p(X,y,2)= (Xx?+y?+2Z?) 和 球 壳 (x? 十 


yt) Co (Xt y+ 2) P=/ =C, 的 梯度 


力 = -~-V( 势 ) (1 .59) 
通过 重力 场 和 背 电 场 格外 能 说 明 上 述 关 系 。 〈1.59) 的 负 叶 
因 水 总 忽 往 低 处 流 押 不 会 问 高 处 流 ， 读 者 是 不 难 理解 的 ， 


局 题 


1.6.1 当 SCX.y,2) = (XxX?+y2+ 2 ) 0 时， 试 求 以 下 各 量 
(a) 在 点 〈1，2，3) VS 的 值 
(b) 在 氮 〈1，2，3) 的 S 的 梯度 大 小 ，|YS| 
《c) 在 点 (1，2，3) VS 的 方向 余弦 。 
1.6.2 (a) 在 点 〈!，1，1) 试 求 垂 直 于 下 列 曲面 的 单位 矢量 
X22+Yy?+2:=3 
(by 试 推导 出 在 点 (1，1，1》 和 这 个 曲面 相 切 的 平 
面 方程 
答 (a) (i+j+h)/ 3.。 
(by》 X+y+Z=3， 
1.6.3 已 知 拓 量 71s =i(Xl 一 X2)+J(y, ~y:)+R(2,— 2,) 
时 。 试 证 明 Vr,。( 关 于 ri; 的 大 小 对 x), ,?1 的 梯 
度 》 是 7; 方 向 的 单位 矢量 。 
1.6.4 矢量 场 依赖 于 空 间 坐标 (x，y，z) 和 时 间 1 的 两 者 
时 ， 试 证 明 
aF 


dF =(dreV)F+ rd 


1.6.5z 与 v 是 x， y, z 的 可 能 微分 的 标量 函数 时 ， 试 证 明 


V(uvVv)= VvVu + wuVYw, 

1.6.6 (a) 试 和 证 明 w (x，y，2) 与 V (xX，Y，?) 能 赋 以 某 
函数 关系 ju,v) = 0 的 必要 且 充 分 条 件 是 (Yu&) x (Vv) 
= 0。 . 


(b) 当 4=4 (x，》y) ，v=v (x，y) 时 ， 试 证 明 
由 条 件 “V&) x 〈VYv)= 0 能 推导 出 二 维 的 雅 可 比 行 
Ou 8 
|- 


列 式 
(3 )- | | 
\3 . 
x -6 


此 处 函数 4# 与 ~ 是 可 能 微分 的 ， 
1.7 散 厂 Y， 
矢量 函数 的 微分 是 标量 函数 的 微分 的 简单 推广 , 令 r(?》 
为 卫星 在 时 刻 上 的 位 置 。 对 时 间 求 微分 由 


QQr() r(t+A1)-r(t) 
dr = Hm At v， 速度 


1 


r(ti-A7) 


图 1.15 矢量 的 微分 


确定 。 旭 图 ] .15 所 示 给 出 了 了 曲线、 轨道 及 切线 的 斜率 ， 

把 x (1) 分解 为 全 卡 儿 坐 标的 分 量 时 ，dr/dt 总 是 直接 归 
结 为 三 个 以 下 的 标量 导数 三维 空间 的 情况 〉 的 矢量 和 。 在 
其 它 坐 标 系 (第 2 章 ; 里 ， 由 于 单位 矢量 的 方 回 已 经 不 定 ， 
床 以 情况 要 复杂 些 。 对 空间 微分 可 以 和 对 时 间 微分 同样 处 
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es ep ep hi en 


在 1.6 节 ，VY 宗 义 为 矢 景 算 符 。 这 不 但 要 注意 它 的 矢 
生性 还 要 注意 它 具 有 微分 算 符 的 性 质 ， 把 它 作 用 于 矢量 。 首 
先 当 作 和 欠 量 ， 取 它 和 第 2 个 估量 的 内 积 时 。 得 


VV= os OV OVs 
VeV = 3x 十 Dy 十 2 《1 .60) 


这 个 量 大 家 知道 是 V 的 散 度 。 这 如 间 在 1.3 节 已 讲 过 是 标 


量 ， 
例题 1.7.1 
试 计算 Vr 
fi 10 pO | 
_ 8% .07 , 02 ,3 
dX 0 GZ 
例题 1.7。2 


把 例题 1.7.1 推 广 到 一 般 情 形 导 
Ve 站 (7) = XfCr)] + YF) + 2101)] 


四 x2 dj y2 dj z: df 
-3 ot tr 


1 
= 3 (+ ro 
尤其 是 jr) =P 时， 
Ver rl=~Ver,r” 
=3r + (Cn 1)r"™! 
= (hi+2)r"™! 
当 n= -2 时 这 个 散 度 变 成 9。 习 正如 1,14 节 所 示 是 -个 重要 
的 结果 ， 


41 


为 了 对 散 度 的 物理 意义 获得 一 些 感性 认识 ,考虑 VC(*pV ) 
V(x，yY，z) 是 在 点 〈x，》， z) 收缩 流体 的 速度 ，pP (x， 
y, 2 是 该 点 流体 的 密度 .考虑 如 图 1.16 所 示 微 小 体积 dxdydz。 
在 单位 时 间 内 通过 面 EFGH 向 这 个 体积 里 流 进 ( 沿 准 轴 正 
向 ) 流体 的 量 ,( 流 入 率 )zgrepg 为 Dvzdydz. 通 过 面 ABCD 流体 
的 流出 率 〈 沿 x 轴 正方 癌 )》 为 

《流出 康 }4pep = ev， 十 这 (Cova)dx |aydz 


导数 @ 是 用 于 密度 或 速度 不 均匀 以 及 两 者 都 不 均匀 的 情 


形 @ 由 这 两 个 面 的 净 流 出 率 等 于 这 两 个 流量 差 ， 故 有 
学 流出 率 |; = A pv J)dxdydz 


加 上 对 于 所 考虑 的 微小 体积 的 其 它 四 个 面 的 净 流 出 率 ， 可 得 
兰 流 出 量 (单位 时 间 内 ) 


会 放 个 表现 是 在 麦克 劳 林 展 开 里 让 hh 一 dx 以 后 开始 的 部 分 ， 

做 严 格 讲 pv1 是 在 面 EFGH 上 的 平均 值 ， 同 理 ，Py: 十 6(pvx)/Oxdx 是 面 
BCD 上 的 平均 结 宁 。 如 采 使 用 任意 小 的 微小 体积 的 话 ， 这 些 平 均值 就 成 为 这 
里 所 用 的 什 。 


Ta 8 3 
[ov。， + Pvy ) + (pV .) |axdyaz 
=V. (pv dxdydz C1.61) 
单位 时 间 和 单位 体积 内 从 体积 元 dx dy dz 流出 的 这 个 流体 的 
净 量 是 Y. (pv) .根据 这 一 事实 被 命名 为 散 度 。 
它 的 直接 应 用 在 连续 性 方程 中 可 以 见 到 。 
+V'(pp)=0 (3 .62) 
这 个 式 子 意味 着 ， 如 果 从 所 考虑 的 体积 流出 净 量 的 话 ， 那 么 
在 体积 中 密度 就 会 减少 。 
1 是 标量 函数 你 是 矢量 时 ， 则 VY.(fVY ) 可 写成 


VV)= dV. -+ (fVy )+ CfV:) 


_ of + V+ ot OV, + 
ax -3x Gy oy QZ 
= (VI)eV +fv.V z (1.62a) 


这 个 式 子 作 为 乘积 求 导数 是 我 们 已 知道 的 关系 。 
在 矢量 散 度 为 ”的 特殊 情况 下 
V.B=0 (1.63) 
把 该 矢量 B 叫做 管状 的 《或 无 源 的 )， 作 为 它 的 实例 ，B 是 
磁感应 强度 ， 考 虑 到 (1.63〉 是 麦克 斯 韦 方程 组 的 一 个 式 
子 ， 使 用 了 符号 已 。 


习题 


.1.7.1 对 于 在 圆 轨道 r=ircos@t + 7jrsinot 之 上 运动 的 粒子 ， 
回答 下 列 各 问 . 

《a) 试 计算 r x r。 

《b》 试 证 明 r + 0?r =0。 
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其 中 令 半径 > 与 角速度 o 是 一 定 的 ， 
答 (ay Raor2。 
1.7.2 矢量 4 满足 (1.15) 的 矢量 变换 法 则 的 话 ， 它 对 时 间 
的 导数 dA /dt 也 满足 (1.15), 试 证 明 da4/dt 是 矢量 。 
1.7.3 通过 分 景 的 微分 。 证明 下 人 列 各 式 。 


(a) A: By= 人 人， B+A. aB 


(b) AxB)= A xB+Ax 32 


之 凤 愉 好 和 两 个 代数 丽 数 的 于 积 求 导数 一 样 

是 ,7,4 试 证 明 Ye(ax656)=b:Vxa~-aVvxb. 
提示 当 作 标量 三 重 积 来 处 理 .。 

4.7.5 了 刚体 以 一 定 的 角速度 盏 进行 旋转 。 试 证 明 这 个 刚体 的 
速度 是 管状 的 〈 无 源 的 ) 

1.9.6 点 电荷 所 建立 的 静电 场 为 


dq ro 
E= dxeo 天 


斌 计算 的 散 度 ，。 

1.7.7 如 在 第 2 章 将 见 到 的 ， 在 非 负 上 飞 儿 坐标 里 的 基 笑 ， 其 
大 小 虽 是 1Cias| = 1) 。， 但 通常 是 坐标 变量 的 函数 ， 
Qs=as (941。42:， 9s) 。 试 证 明 3ae/39/ 是 0 或 与 ar 
正 交 ， 二 者 必 居 其 一 。 

1.8 旋 度 VY x 

利用 算 符 Y 的 其 它 的 可 能 运算 形式 是 取 它 和 矢量 的 外 


积 。 
OCT。 “| 


yxVY=iay- 吉 7 中 + 了 ( 训 - 


isp EE ete tr er 一 一 一 -一 


i 了 ki 
9 6 


=19 9 ~ 1.64 
dx dy O02 (1.64) 
V, V, Vs 


这 个 量 叫 做 VY 的 旋 度 。 展 开 : 这 个 行列 式 时 “在 含有 v 的 任何 
式 子 里 都 如 此 ;必须 考虑 V 作为 微分 算 符 的 性质 . 尤其 是 ， 
只 有 把 Vx 当 作 另 一 个 微分 算 符 才 能 定义 。 这 很 明显 (一 
般 ， 并 不 等 于 ~-VxV@, 

在 《1,64; 式 里 要 从 行列 式 得 到 (3 ,64; 式 正中 间 的 导 
数 ， 就 必须 从 最 上 “ 行 向 下 展开 之 。 将 9 作用 于 标量 和 矢量 
的 积 时 ， 则 有 


y x CfV)|:= [Ov - 总 《7 | 


= (tos + -9 ys 一 下 9 -TY 
Gy 8? GZ 02 


=fY xV|,.+(VI)xV|, (1.65) 
为 下 取出 y 分 景 ， 进 行 坐标 置换 XxX 一 7，y->z，2->xX,。 为 7 取 
出 z 分 量 再 进行 -~ 次 各 标 置换 上 时， 整理 后 可 写成 


Vx(fV =IYxV +{VfixV (1.66) 
这 是 对 应 于 {1,62a) 的 秋 量 积 的 式 子 。 
RE 1.8.1 


斌 下 可 : 管 V x rfCry 。 


根据 (i 66》 
- x rr) = {NV xr+t YI xr 


首先 计算 i 
Vxr= 9 .0.0,~0 

BX OY Be 

| 


名 ， 和 A 屋 从 分 第 符 时 ，AX 有 一 5 计 不 -一定 对 ， 灶 呐 是 ， 对 看 子 力 学 角 
劲 景 千代 L= ilr x VY 类 讲 ， 有 上 xL=iL。 


TEE er ei 一 一 


Tp rr -me rp. 


PP wet pe ee 


其 次 ， 利 用 ?fCr)= Cdf/dr)《 例 题 1.6,.1》， 得 
df 
dr 
由 于 r=ror 和 ro。 Xxro = 0。 因 此 上 而 的 和 撩 晤 积 为 0. 由 于 Vx 
V (计算 VxV 的 值 以 后 》 代 表 在 空间 点 矢量 的 旋转 故 命名 
为 族 庶 。 考 虚 在 xy- 平 而 内 ， 以 角速度 @ 围绕 z 轴 旋转 的 刚 
体 。 在 用 r 确 定 的 点 的 速度 ov 由 


Vx rior)= roxr=0 


U=Oxr 《1.67) 
确定 。 从 此 来 计算 Y xzp。 因 
Vxv=Vx (@xr) - 《1.68》 
考虑 Y 作 为 算 符 的 性 质 ， 利 用 (tl.o0) 时 : 
V(xr)=V.roO -Vor (1.9) 


在 这 个 式 子 里 虽 和 相 邻 的 矢量 作成 内 积 。 作为 微分 算 符 ， 作 
用 于 双方 的 矢量 。 将 右边 展开 
Vx(@xXr)=OVer+r VO YD — OVr 
(1.70> 
9 一 定时 ， 则 《1.70)》 的 右边 的 第 2 项 与 第 3 项 消失 。 根 据 
例题 1.7.1 
VY r=2 《1.712 
于 是 


oOeVyr=q: 2 (IX + 1+ kz) 


+ 0 ix + jy + hz) 


9 
3z 


+ 0 一 (zxX+ yt+Rz) 


=i0s + jo, + ko, 
-0 : 《1.72) 
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将 (1.71) 与 (1.72》 代 入 (1.70) ， 得 
Yxv=Yx(@xr)=20 (1.73) 
也 就 是 说 ， 所 考虑 的 刚体 的 速度 的 旋 度 等 于 角速度 的 二 信 ， 
在 1.12 节 里 ， 作 为 VY xv 的 意义 ， 考 虑 通过 外 轮 船 的 小 轮 
能 够 测量 的 循环 ， 从 (1.72) @*Vr=wm 不 难看 出 Vr 是 对 
任意 4 具有 所 训 A.CVr)= 有 A 的 意义 的 单位 矢量 .这 是 把 和 失 
盟 分 析 向 并 矢 式 推广 时 能 得 到 的 公式 结果 (3.5 节 ) 。 
矢量 人 的 旋 度 总 是 有 
VxV=0 C1.,74) 
的 情形 ， 则 把 Y 称 为 无 旋 的 ， 无 旋 矢 量 的 最 重要 的 物理 实 
例 ， 是 重力 和 静电 力 。 两 者 都 有 


入 F 
V =C =C 一 下 (1.75) 


3 


C 是 常数 ， ro 是 向 外 的 色 矢 方向 的 单位 矢量 ， 在 重力 的 情形 
根据 万 有 引力 的 生 顿 定律 C= -Gmimz。 如 果 C=gqgi xdaz/ 
4rso 时 ， 则 (1.75) 成 为 静电 学 的 库伦 定律 (MKS 单位 
制 )。 通 过 我 们 在 例题 里 做 的 那样 分 解 为 笛 卡 儿 坐 标 系 的 分 
量 能 够 直接 肯定 〈1.75) 的 力 允 是 无 旋 的 。 在 第 2 章 里 再 来 
讨论 用 球 坐 标 来 表示 旋 度 V x 的 那 种 其 它 方法 。 考 虑 弹性 体 
中 的 波动 时 ， 如 果 位 移 是 无 旋 的 、 即 Yxa=0， 则 平面 波 
( 远 处 的 球面 波 ) 成 为 纵波 。z 为 管状 ，V.ae=0 时 波 成 为 
横 波 . 地 震 所 引起 的 震动 能 产生 分 解 为 管状 部 分 (无 源 部 分 
二 译 者 注 ) 和 无 旋 部 分 的 位 移 。 (参考 1.15 节 ) 。 无 旋 部 
分 形成 纵 型 的 了 (最 初 的 ) 地 震波 。 管 状 部 分 成 为 传播 得 更 
锡 的 模型 的 S (第 2 的 ) 波 (例题 3.6.7) 、 


利用 梯度 ， 散 度 ， 旋 度 和 BAC-CAB 律 ”能 够 建立 或 证 


明 许多 有 用 的 矢量 恒等式 。 为 证 明 起 见 ， 分 般 为 稍 卡 儿 坐 标 
系 分 量 ， 总 是 一 个 可 能 的 方法 。 有 时 代替 把 矢量 分 量 到 处 称 


pe 


| 


动 的 规定 手续 ， 利 用 洞察 力 可 以 急剧 缩短 证 明 过 各。 

有 必要 牢记 V 是 遵从 下 列 两 组 规则 的 混合 物 的 某 矢量 算 
符 。 四 

Ca) 矢量 的 规则 . 

Cb) 偏 敏 分 规则 

例题 1.8.2 证 明 内 积 的 梯度 为 
VC4.PB)=(BVIA+T(AVI)B+EBx(CV xA)+Ax(Vx 8B) 

z (1) 

只 要 注意 到 VY (4.B) 各 出现 于 矢量 三 重 项 的 BAC-CAB 律 
展开 (i.50) 的 项 是 则 型 的 ， 这 个 特殊 例题 是 简单 的 。 比 如 


Ax(VxB)=V(A.B)-(A'V)EO (2) 
V 只 作用 于 6. 因 标量 积 中 可 以 交换 因子 . 则 交换 妇 和 B， 得 
BxVxA)=Y(A.B)-(B'.V)AQ . 《3) 


这 回 V 只 作用 于 4. 把 这 两 个 式 子 加 起 来得 到 抬 Y 作用 了 飞 
积 人 .有 的 恒等式 (1) ， 

这 个 恒等式 在 电动 力学 里 经 常 使 用 。 习 题 1.8.12 是 它 的 
一 个 简单 例子 


5 | - 
习 题 


1.8.1 将 坐标 系 旋转 之 ， 试 证 明 矢 量 旋 度 的 各 分 量 按 矢量 进 
行 变换 ， 
提示 。 必 要 的 话 可 使 用 (1.41) 有 关 方向 余 攻 的 恒 等 
式 ， / | 

1.8.2 如 果 和 分别 是 无 旋 的 话 , 试 证 明 uxo 是 管状 的 。 


”全 A 为 党 天 量 A。， 
得 卫 为 常 天 量 B。， V(Ao。 ‘B)+V(A'Br ) Vv (A.B) 


OO 


1.8.3 及 为 无 旋 的 庄 ， 试 证 明 入 xzr 是 无 源 的 。 
12.8,.4 矢量 函数 (x，y，2} 明 不 是 无 旋 的 ， 但 Ff 各 标 减 
函数 ?9 (x，y，?z》 的 飞 积 是 元 旋 的 。 试 证 明 
FVYxF=0 
1 .8,5 a) VV =iV x, Yt V(x, ys tb) YxV#y 
寺 ， 试 证 明 Y x Y 垂直 于 V 。 
1.3.6 量子 力学 角 动 量 算 符 为 


L;,= —i 0 .3 
区 号 


试 证 其 
LoL,— LyLs = iL, 
- LxL=iL | 
i.8.7 利用 对 易 算 符 Ce， 工 r]= 工 -Ly 一 ZLz 时 ， 则 和 角 动 
量 矢 量 亏 满足 [Lzr， 工 门 = 话 L 等 或 也 x 下 = 访 Z 奶 
外 两 个 矢量 a 与 5 是 相互 对 易 的 ， 而 且 它 们 和 上 也 是 
对 易 的 。 即 Ca, bj=[a, LL)=[b, LL)=0, 
试 证 明 Ca*L, 6:Ly=i (axBDL 
1.8.8 试 肯 定 矢量 和 恒等式 
Vx(CAxB)=(B.V)A-(A.V)B 
-BC(V.A) + A(Y.B) 
1.8.9 试 证 明 
VA:B)=(AxV)xB+(BxY})xArA 
VB)+ BV.A), 


a i Tb 
eh G mm 


是 位 题 1.3.2 的 矢量 恒等式 的 变形 。 
.10 试 肯 定 下 列 重 等 式 
Ax(Vx 及 ) = VA)- (BLD)A 


两 
oo 


,1.8.17 及 与 如 是 常 矢量 时 ， 试 证 明 . 
ViA.Bxr)=AxB. 
,8.12 由 于 电流 的 分 布 出 现 一 定 的 磁 夭 mm。 作用 于 放 在 外 
评 磁 感应 强度 B 当中 的 mm 的 力 由 
F=Yx(Bxm) 
F=Y(m'B) z 
注意 如果 外 场 与 时 间 无 关 时 ， 根 据 帮 克 斯 书 方程 有 
VYxB=0 或 VY .B=0 
1.8.13 电 秆 pp 的 电 偶 极 子 放 在 原点 。 这 个 偶 极 子 在 r 点 建 


立 由 


ja 
2 


pr | 
Wr) AANe ors 


规定 的 电位 。 试 计算 r 点 的 电场 E= -VY, | 
1.8.14 偶 极 矩 mm 的 磁 偶 极 子 的 矢量 势 了 入 由 入 《7) =(CUo/4) 
(mxr/rs) 确定 。 试 证 明 磁 感应 强度 已 =YxA 由 
B= 3ro(ro'm)-m z 
A r3 
确定 。 
注意 ， 引 向 点 偶 极 子 的 极限 过 程 ， 对 电 偶 极 子 也 好 ， 
对 磁 偶 极 子 也 好 ， 都 不 在 这 里 讨论 ， 
1.8.15 液体 的 二 维 流 的 速度 由 
V=iu(x,y)— JY (C(x, >) 
确定 。 如 果 液 体 是 不 可 压缩 的 ， 液 流 是 无 旋 的 话 ， 


试 证 明 
_L3Sv 3 psv 
wy 6y ax 
了 这些 正 是 柯 西 ， 黎 曼 条 件 。 
1.9 用 连续 作用 得 到 的 量 
到 目前 为 止 ， 定 义 了 梯 座 ， 散 度 ， 旋 度 ， 它 们 分 别 是 失 
量 ， 标 量 ， 矢 量 。 用 Y 作用 于 这 些 量 时 ， 得 
(a) VV9 (b) Vx v9 (c) vy°V 
qd) VvV:vVxV 《e) Vx(vVxV) : 
这 5 个 量 都 包含 二 阶 导 数 都 出 现 于 数学 物理 学 ， 特 别 是 电 
磁 学 的 二 阶 微分 方程 ， 
Ey V9 叫做 2 的 拉 普 拉 斯 。 它 是 


8 309 ap dg 
vivo= (i 十 了 3+ 人 + 7 了 or pr Rp) 
ad29 0:9 920 - 
= x 十 3 十 3 (1.762a) 
9 为 静电 势 时 z 
VyV* VPp=0 (1.76 b> 


是 静 电学 的 拉 普 拉 斯 方程 。y* VV 经 常 写作 V’*。 
例题 1.9.1 
试 计算 VV 。V8(7) 
参考 例题 1.6.1 和 1.7.2 


VV. VECr) = Vero Se 


_2 dg ,dig 
rd dr’ 
用 1/r*dg/dr 填 换 例 题 1.7.2 的 了 rm 就 能 得 到 上 式 的 第 2 
段 。8(r)=r" 时 ， 这 个 式 子 变 成 
VVr"=n(nt+ 1)r"™ 


> 


这 很 明显 在 n=0 (gr)= 一 定 ) 和 n= 一 1 的 情形 为 0。 妈 
g(Cr)= 1/r 是 拉 普 拉 斯 方程 V8Cr)= 0 的 一 个 解 。 | 
第 2 个 景 (b》 可 写成 


i 7 
.90 -4 
VxvpP=|0X 607 
op .60 
ox ”07 
把 行列 式 展开 ， 得 
z 029 . dp\, ;/09 9 9 
. — . 十 和 sx A2 
VxVv9p= i( 3732 ~ (Se 9) + Oxy 85 
二 0 (1.77) 


这 里 假定 即使 交换 偏 徽 分 的 次 序 也 无 妨 ， 只 要 @ 的 二 阶 偏 微 
分 是 连续 函数 ， 这 就 是 对 的 。 这 种 情况 从 《1.77) 容易 看 


出 ， 梯 度 的 旋 度 恒 等 于 0。 因 此 所 有 的 梯度 是 无 旋 的 。 


(d) 的 量 可 以 写成 四 下 的 标量 三 重 积 。 


8 
lax ay il| 
ViVxV = A 8 人 | (1.78) 


EE 67 8z 
V: Vy Vz z 
假定 有 共有 微分 顺序 不 成 问题 的 连续 性 时 ， 这 里 也 有 
VrVxV=0 (1.79) 
旋 度 的 散 度 等 于 0。 换 句 话 说 ， 所 有 的 旋 度 是 无 源 的 。 根 据 
款 姆 埠 兹 定理 矢 好 可 分 成 无 源 部 分 和 无 旋 部 分 。 如 1。15 节 
所 示 。 
剩 下 两 个 量 《cy 与 〈e) 满足 
VxX{VxV)=VvVyV -VVV 《1.80) 
的 关系 ,在 (1.53) 的 BAC-CAB 律 里 通过 改写 使 得 C 出 现 于 


名 项 的 最 右边 立 即 可 以 得 到 这 个 式 子 。 记 谓 V" VV 的 项 虽 
没有 包含 在 最 初 的 单子 里 ， 但 《1.86) 就 定义 了 它 。 用 基 饼 
的 大 小 与 方向 -一定 的 向 卡 儿 坐标 系 把 YY 展 玉成 分 量 的 情形 
下 ， 和 矢量 拉 普 拉 斯 wwYU 为 

VVV =iy*VV r+ FV Vy +RVVY， 
也 就 是 普通 的 标量 拉 普 拉 斯 的 矢量 和 。 在 笛 卡 儿 坐 标 系 里 把 

(i.80》 展开 成 分 量 ， 就 可 以 肯定 这 个 式 子 是 天 量 恒等式 。 

例题 1.3.2 电磁 波 方 程 - 
作为 天 量 关 系 式 〈1.80) 一 个 重要 应 用 米 推 导电 碰 波 方 
程 。 真 空山 麦克 斯 书 方 程 为 


V.B=0 可 (1,81a) 

Vr:E=0 | 《1.81b) 

VxB=eo, 3 《1.81c) 
-_ .62 

VxE 3 (1.81d) 


上 是 电场 强度 ， 如 是 磁感应 强度 ，e6 与 ho 是 介 电 常 数 与 磁 导 
率 。 为 了 从 (1.81c) 与 (1.81d) 去 掉 召 ， 取 (1.81d) 两 边 的 
旋 度 和 (1,.81c) 的 两 边 的 时 间 微 分 。 因 关于 时 间 和 空间 的 
微分 运算 可 以 交换 ， 故 有 


EE aB 
3 Y= VX- : (1 .82) 
结果 有 
， 
Vx(VxE)= -eh (1 .83) 
利用 (1.80) 和 (1.8ib) ， 得 
2 
VVE= eoho (1.84) 


这 是 电磁 波 的 矢量 波动 方程 。 用 笛 长 儿 储 标 系 表示 到 时 ， 则 
(1.84) 分 郊 成 三 个 标量 方程 《各 包含 一 个 标量 拉 普 拉 斯 算 
符 ) 。 .- 


习 题 


1.9.1 试 将 (1.80) 式 
Vx(VxV)=VV.V -VvV 

在 笛 卡 儿 坐 标 系 里 直接 展开 成 分 量 并 证 明之 ， 

1.9.2 试 利 用 对 矢量 积 的 BAC-CAB 律 证 明 恒 等 式 
Vx(VxV)=VVY:V -VVvy 

试 肯 定 B4C 项 和 CAB 项 中 因子 的 顺序 改变 以 后 还 是 否 

正确 。 
4.9.3 试 证 明 y x (pv9)=0 
1.9.4 4 和 v 是 可 能 微分 的 标量 函数 时 , 试 证 明 (VD)x 、 


(VVY) 是 无 源 的 。 

1.9.5 9 是 满足 拉 普 拉 斯 方程 V*p=0 的 标量 , 试 证 明 V8 是 
无 源 的 且 是 无 旋 的 。 

1.9.6 就 标量 函数 乡试 证 明 
CrxV rx vr vy-r -2 对 


1.9.7 对 于 星 状 物体 (未 进行 旋转 ) ， 平 衡 条 件 是 
VP+pV9=0 
并 允 全 的 二 而 的 层级 和 引力 基 - 定 的 前 
法 线 是 平行 的 。 
3.9.8 在 泡 里 的 电子 论 里 ， 出 现 所 谓 
(p-eA)x(p-eA) 


-一 一 -一 -一 -一 -一 一 一 -一 一 ee 


-的 量 。y 为 标量 函数 ，A 为 磁场 的 矢量 势 和 磁 感应 强 
度 如 有 如 =VxA 的 关系 。 令 p= -iv 时 , 试 证 上 述 
的 量 等 于 ieBY. 
1.9.9 试 证 明 VxyxA-k?*A =0 的 任意 的 解 和， 自动 地 同 
时 满足 赫 姆 霍 兹 方程 z z 
| VvV:A+k:A=0 
和 无 源 方 程 i 
YA=0 
1.10 矢量 积分 
上 一 节 讲 的 是 矢量 的 微分 ， 现在 米 考虑 疼 量 的 积分 问 
题 。 首 先 从 线 积分 开始 ， 百 进入 面积 分 和 体积 分 。 不 论 哪 种 
场合 ，--- 般 的 做 法 都 是 把 矢量 积分 还 原 成 我 们 熟知 的 标量 积 
分 。 利 用 长 度 的 增 量 ar， 可 进行 如 下 的 线 积分 。 


| .dr , (1.85a) 
|.r -ar (1.85b) 
| V xdr (1.85c) 


人 ( 开 的 也 好 闭 的 也 好 进 
。 因 ?是 标量 ， 所 以 头 一 个 积分 立即 成 为 


| ear =i | ,ox », z)dx + 由 px 7， z)dy 


“+k | .wex， 》， 2 )dz (1.86) 
在 这 个 分 离 里 利用 了 关系 式 
| zgdx = |vax (1.87) 


这 是 因为 笛 卡 儿 誉 标的 基 矢 的 大 小 和 方 向 都 一 定 时 才 能 成 
立 。 这 个 关系 式 在 这 里 也 许 一 看 就 明白 ， 可 是 在 出 现 于 第 2 
性 


piri sti rr, ep re er Ceres ee 


， 一 -一 一 一 EE pe rip ee 


章 的 非 箱 卡 此 坐标 系 里 就 不 再 成 立 。 

《1.86)》 的 右边 的 三 个 积分 是 普通 的 标量 积分 ， 为 了 各 
免 复杂 化 把 它们 作为 黎 曼 积分 。 然 而 车 > 与 ?作为 x 的 函数 
还 不 清楚 的 话 ， 按 x 进行 积分 是 作 不 出 来 的 。 按 > 与 z 进行 
积分 也 是 作 不 出 来 的 。 这 一 事实 表明 必须 确定 积分 路 径 C。 
如 果 被 积 函 数 不 具 有 积分 值 ， 只 依赖 于 积分 路 径 两 端的 值 的 
特殊 性 质 的 话 ， 则 积分 依赖 于 路 径 C 的 各 个 取 法 。 比 如 ， 在 
2= 工 时 ，《〈1.85a) 正好 是 用 矢量 来 表示 路 径 C 的 起 点 到 终 
点 的 距离 。 在 这 种 情况 下 ， 积 分 值 与 连结 两 端点 的 路 径 如 何 
v 邓 法 无 关 。 利 用 dr =idx + jdy + Rdz， 第 2 和 第 3 个 积分 也 成 
为 标量 积分 。 于 是 和 〈1.85a) 一 样 ， 一 般 与 路 径 的 取 法 有 
关 。 〈1.85b) 的 形式 和 计算 沿 着 路 径 移动 力 所 做功 时 见 到 
的 ， 


= |Fdr 8 

是 完全 -- 样 的 。 在 《1.88〉 里 所 是 为 了 克服 已 经 存在 的 力 
场 ， 比如 静电 力 或 重力 而 作用 于 粒子 或 物体 的 力 ， 

例题 1.16.1 

利用 具有 方向 的 长 度 的 增 量 dr， 试 把 标量 函数 r? 三 X2 十 
从 原点 到 点 《1.1) 积分 之 。 
将 ar 展 成 分 量 ， 则 积分 成 为 

x + idx+ jdy) = 站 (x? + )dx 


1,1 
十 ;| (xX? + yy )dy 
jn0,0 


到 如 图 1.17 所 示 的 积分 路 径 ， 在 第 1 个 积分 里 y=0， 在 第 
2 个 积分 里 x = 1。 


(1,1) 


图 1.17 图 1.18 决定 正法 线 方向 
的 右手 法 则 
利用 这 个 积分 路 径 ， 则 得 ~ 


i 
f=1 


六 1 #4 
| xr +) | 
0,0 0,¥=0 J 


,1 .4 
x Cx? ty dy 一 2 
《 3”)JGy 3 73 


读者 不 难 证 明 ， 积 分 路 径 (0。0) ~ Yo，1D 一 (1,1) 得 


i 和 +73， 积分 路 径 x=> 得 i + 了 5, 积分 值 与 所 选择 的 各 
分 路 径 有 关 。 

| 曾 积 分 可 以 表示 成 和 线 积分 一 样 的 形式 。 在 这 种 情况 下 
' 面积 元 也 是 矢量 @dc ,这 个 面积 元 经 常 写成 ndA4。n 是 表示 正 
.方向 9 的 单位 法 线 矢量 。 选 择 正方 向 有 两 个 习惯， 第 一 ， 昌 
面 是 闭 曲 面 时 ， 取 指向 外 面 的 法 线 为 正方 向 .第 二 ,曲面 张 开 
时 ,正法 线 方向 由 沿 开 曲面 周边 旋转 方向 而 定 ,使 右手 的 食 推 
指向 沿 着 周边 旋转 的 方向 时 ， 则 右手 拇指 所 指 的 方向 为 正方 


命 在 1.4 节 阅 明 了 《于 行 四 边 形 》 面 积 能 用 外 积 和 失 量 来 天 示 ， 
合 hn 总 是 具有 单位 长 度 ， 它 的 方 疝 当然 是 位 置 矢量 的 图 数 。 .- 


a i 一 一 一 二 一-- 一 -一 一 - 一 一 -一 


向 .为 了 说 明 这 个 问题 ， 在 图 1.18 里 zy- 平面 上 从 x 开始 按 ? 
一 -x-> 一 ?~>X 的 进 路 画 出 的 圆 〈 在 右手 坐标 系 ) 具 有 指向 
z 轴 正 方向 的 法 线 。 如 果 读 者 遇见 象 偶 比 乌 斯 带 那样 具有 单 
-侧面 的 曲面 的 话 ， 就 把 它 截 断 做 成 适当 的 杆 素 曲面 ， 或 考 
奉劝 读者 把 它 作 为 有 毛病 的 曲面 送 到 就 近 的 数学 研究 室 ， 


面积 分 |V .do 是 通过 给 定 表面 的 流量 也 就 是 通 量 ， 为 了 


说 明 散 度 这 个 名 词 的 意义 在 1.7 节 计 算 的 也 就 是 这 个 流量 。 
这 种 含意 在 1.11 节 的 高 斯 定理 里 还 要 使 用 。 
因 体积 元 是 标量 9， 所 以 体积 分 就 更 加 简单 。 


| var =i| Vedr+ 了 | ,var 十 | Vadr (1.89) 
这 也 是 把 矢量 积分 展开 成 为 标量 积分 的 矢量 和 。 面 积分 和 体 


积分 的 一 个 有 趣 的 重要 应 用 ，。 是 用 它们 把 到 目前 为 止 的 微分 
关系 给 出 另外 的 定义 ， 我 们 就 得 到 


1 (pdo 
VO dr I 
, 1 IV*do 
VV “lm (1.91) 
_ doxV : 


在 这 三 个 式 子 里 |dr 是 空间 的 小 范围 的 体积 do 是 这 个 范围 


.的 矢量 面积 元 ， 在 1.7 节 已 做 过 (1,91) 是 V 的 散 度 .这 里 


表明 (1.90〉 和 Vo 的 以 前 的 定义 〈1.53) 是 同时 成 立 的 。 
为 简单 起 见 作为 |ar 取 微小 体积 dxdydz (图 1.19) 。 


乱 经 常用 符号 d3r 与 3x 代 表 在 X《%,》 2 或 X13%233%3) 空间 的 体积 元 。 


oo 


图 1.19 微小 立方 体 (中 心 在 原点 ) 


现在 把 体积 元 结 


构 上 的 中 心 置 于 原点 ， 


面积 分 在 六 个 面 


各 有 一 个 。 冰 do 是 向 外 的， 所 以 对 EFGH 面 来 讲 do*i= 
一 ldo|， 对 ABIC 面 来 讲 ， 利 用 do*i= + |dc| 可 得 


~- (e- 
ROU 


-os (0 


_ 389 dx 学)dydz+i | (e+ 09 SX)dy dz 


T 
dX 2 j ssne 2 
9 dy dz | 69 dy jg 
OY >) dxdz + J ,as (0+ Gy FZ )ax ” 
69 dz py dz 
9Z 全 )axdy +R (e+ 和 dxdy 


各 积分 是 在 原点 计算 的 。 于 是 各 面 中 心 偏离 原点 ， 由 此 引起 


的 修正 项 包含 在 这 个 式 子 之 内 . 总 体积 的 大 小 


是 很 小 的 


(|ar= dxdydz) 所 以 去 掉 上 式 右 边 的 积分 符号 也 无 妨 。 


结果 有 


| wac = (2 + + 了 89 + + hk )dxdyrdz 


3y (1.93) 


jd 一 dxdydz 


$9 


讨 ， 就 痛 定 了 《1.90) . 
”这 个 证 明 由 于 忽略 了 一 阶 导数 以 上 的 其 它 修正 项 因而 变 
得 简单 。 把 泰勒 级 数 作 到 高 次 而 出 现 的 高 次 修正 项 在 取 


ar, (dx—>:, Gy>", dz»)) 


的 极限 时 会 消失 掉 ， 在 〈1.90)， (1.91)， (i,.92〉 里 取 这 
种 极限 也 就 是 这 个 原故 。 利 用 微小 体积 dxdqydz 则 〈1.92) 的 
证 明和 《1.90) 的 做 法 一 样 ， 


司 题 : 


1.10.1 作用 于 二 维 线 性 振子 的 力 场 可 写成 
FF 一 EX 一 了 KEy 

站 者 下 列 直线 路 径 从 〈1, 1) 到 (4,4) 反抗 这 个 力 移 
动 时 所 做 的 功 ， 

(a) (1, 1) —> (4, 1) ~> (4,，4) 

(by (1, 1) — (1, 4) 一 (4, 4) 

(c) 沿 着 x*=Y> (1, 1) -> (4，4) 
这 等 于 沿 各 积分 路 径 计算 


AN 


1.10.2 试 求 反抗 


yt 
所 规定 的 力 场 ， 在 xy- 平 面 上 的 单位 圆 同上 进行 如 下 
绕 行 时 所 做 的 功 
《a) 从 0 到 z 冰 时针 绕 行 时 
《b) 从 0 到 - z 顺 时 针 绕 行 时 
注意 功 与 路 径 有 关 。 ~ 


650 


和 主 ,.10.3 试 计算 从 点 (1，1) 到 (3，3》 的 功 。 作 用 力 为 
有 =X—- y+ JNX+Y) 
试 自行 决定 路 径 。 注意 这 个 力 不 是 保守 力 。 
. 141,20.4 试 计算 
- z 中 ar 


注意 中 表示 积分 路 径 是 封闭 的 。 


.10.5 在 点 《0，0，0》 和 用 正 的 x，>，2z 轴 上 的 单位 长 度 
的 点 所 决定 的 单位 立方 体 的 表面 上 ， 试 计算 
| ,redo 
注意 (a》r*do 在 三 个 面 土 为 60，.(b》 狮 下 三 个 面 分 
3 草 对 积分 提供 相等 的 贡献 。 
.10.6 通过 将 面积 分 展开 成 分 量 ， 证 户 


(doxV 


iim -vxV 


4 ar -> ja 
提示 ， 作 为 体积 取 微 小 体积 dxdydz 
1.11 高 斯 定理 
在 这 一 节 里 来 验证 矢量 面积 分 和 该 矢量 导数 的 体积 分 之 
间 的 一 个 有 用 的 关系 。 “ - 
假定 矢量 Y 和 vV*V 在 所 研究 的 范围 以 内 是 连续 的 . 则 高 
斯 定理 就 是 关系 式 


|,V ear= | Var (C1.94) 


对 于 包围 范 饼 的 封闭 此 面 3 是 成 立 的 。V'Y 可 以 认为 是 
单位 体积 流体 流出 的 净 量 5C(1.61) 式 3， 所 以 《1.94) 的 右边 
代表 从 取 积 分 的 体积 了 单位 时 间 内 流体 流出 的 总 量 。 左 边 也 
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是 代表 通过 包围 该 体积 的 曲面 的 流量 ， 这 就 立刻 知道 高 斯 定 
理 是 正确 的 . 

如 果 读 者 不 想 沿 沿 着 物理 线索 ， 而 打算 沿 着 数学 线索 知道 
详细 而 严格 的 证 明 的 话 ， 那 么 请 参考 章 末 所 载 Kellogg 的 “ 势 
论 基 视 ” (Foundations of Potential Theory) 或 其 它 参考 
书 ， ; 

高 斯 定理 的 -个 经 常 有 用 的 ' 系 '， 是 以 格林 定理 而 闻名 - 
的 关系 式 .w 和 VY 是 两 个 标量 函数 时 。， 有 下 列 恒 等 式 
V°(UVV)=UV*VV+(VH) (VY) (1.95) 

/ ve。vVvuU) = 他 v。 “VE+(VYV)eCVLL) 《1.96) 
从 cs5) 减 去 《196)》 ， 就 范围 进行 积分 (假设 上 ，Yv 
和 它们 的 导数 是 连续 的 )， 利 用 〈1.94)( 高 斯 定理 ) 时 ， 就 得 


|， (LVeVY 一 vV。 vu)dr= | (uyY ~ Vvu). do ‘(1.97) 
这 就 是 格林 定理 ， 我 们 说 明 格 郴 数 时 要 使 用 这 个 定理 从 
《1.95》 推导 出 的 其 它 形式 为 
{uvY: “da = | uv “Vvdr+ ,vervvar C1.98) 
在 1.15 节 使 用 的 是 格林 定理 的 这 种 形式 ， | 
包含 散 度 的 1.94) 虽 是 高 斯 定理 的 最 重要 形式 ， 但 包 
含 祥 度 或 旋 度 的 体积 分 也 是 有 用 的 . 假定 ， 
V(x, y, 2)= V(X, y, Za : 《1 .99)》 
a 是 有 一 定 大 小 和 任意 的 一 定 方向 的 矢量 〈 方 向 虽 可 任意 
取 ， 介 ~- 且 确定 以 后 就 固定 于 该 方向 >》 。 利 用 (1.62a) 则 
《1.94) 成 为 


a:| Vdo = | YY .ay dr 
js J 
=a* YYdr | ., (1.100> 
G2 z 


;这 个 式 子 可 改写 成 
a*[| vac- | vvar] =0 C1.101). 


因 |al*<0 而 且 它 的 方向 又 是 任意 的 《这 意味 着 夹 角 的 余弦 不 
总 是 0) 。 所 以 括 弧 内 的 量 必 须 是 9。 结 果 有 


| vao=| wVdrt (1.,102》 

5 y 

同 理 ， 利 用 了 一 ax 忆 (Ca 为 党 矢量 ) 也 能 证 明 
(acxP=(vxPdr (1.1037 


这 两 种 形式 的 高 斯 定理 在 基 尔 者 夫 散射 理论 的 矢量 表示 形 殴 
里 有 用 ， 它 们 也 被 用 来 肯定 〈1.90》 和 《1.92) ， 
高 斯 定理 还 能 推广 到 并 矢 式 或 张 量 〈 参 考 3.5 节 ) . 


习 题 


1.11.1 $ 是 闭 曲 而 时 ， 试 证 明 
| do=0 
. . | 全 . 。 
1.11.2 证 明 
er 
但 【代表 巾 封闭 曲面 所 包围 的 体积 , 
tl.3 已 =VxA 时 ， 试 证 明 对 任意 封闭 曲面 
| .2 «do = 0 
是 成 立 的 ，。 
1.11.4 令 乡 是 在 某 体积 V 拉 普 拉 斯 方程 的 级 (其 导数 在 谈 
处 是 连续 的 ) , 试 证 明 将 少 的 法 线 方向 的 导数 (3$/ 
6n 即 Vy nn) 在 V 之 中 的 住 意 封闭 曲面 上 进行 积分 时 
63. 


ee sor OE Et pore ee 


I ta Hn tbe 本 


为 g。 
村 。&1.5 通过 根据 1. 1 他 的 党 康 ， 散 度 ， 旋 度 的 积分 的 定义 


|verar 
VvV*9P=1lim 一 一 一 一 一 
iro je 


4.11.6 电位 移 矢 量 DD 满足 走 克 斯 书 方程 vy， 日 = p，p 是 电荷 
密度 、 在 两 种 介质 的 分 界面 ， 有 电荷 而 密度 . 对 侣 

的 边界 条 件 是 

(已 : -人 ma=0 
呈 是 垂直 于 分 界面 从 介质 1 出 去 的 单位 矢量 。 ， 
提示 ， 考 虑 如 图 所 示 薄 的 丸 药 盒 。 


介质 1 、 


| 二 1 7 在 (1. 62a) 作为 V 利 用 电场 ,作为 1 利用 静电 势 p。 
证明 
opar = Eo Esar 
提示 ， 假定 9 在 "很 大 处 ， 至少 比 r™" 还 快 地 变 成 0 


的 函数 苦 可 。 
人 31.8 考虑 在 空间 局 部 地 存在 稳定 的 电流 分 布 ， 把 分 界面 
取得 很 还， 假定 电流 密度 J 在 该 面 上 到 处 为 0。 证 明 


|var=0 


提示 : 考虑 J 的 每 个 分 量 ， 让 y*J =0 时 证 有 明 J,=y。 


“1.11.4 由 电流 密度 了 和 磁场 建立 在 空间 局 部 存在 的 系统 。 
则 
Dr 1 
而 =H 。 Bdr 


的 功 是 必要 的 .证 明 它 能 变换 成 下 列 形式 
1 
Ww = |J.Adr 


A 为 磁 欠 量 势 。 | 
提示 ， 如 果 磁 场 与 电流 局 部 存在 时 ， 边 界 面 取得 恩 
够 远 ， 则 该 面 上 的 磁场 和 电流 的 积分 可 以 是 0。 
1.12 ”斯 托 克 斯 定理 
高 斯 定理 是 在 一 个 函数 的 导数 的 体积 分 和 包围 这 个 体积 
的 封闭 曲面 上 该 函数 的 积分 之 间 建 立 了 关系 。 在 这 一 节 里 考 
虑 某 函 数 的 导数 的 面积 分 和 该 函数 的 线 积分 之 间 的 类 似 交 
系 。 该 线 积分 的 路 径 沿 该 曲面 的 周边 来 到。 首先 考虑 旋 度 的 
面积 分 。 将 其 变换 之 
AV BY 


{ wxV'ac=|. (= -ov ~ Dy 一 do， 


十 do 一 本 一 oYs dO:- 《1]1.1047- 


+ Ovs OVs gg,— 0Vs do 中 
07? dX 

这 个 式 子 是 把 被 积 函 数 作为 标量 三 重 积 来 展开 的 ， 积分 是 就 
某 确 定 曲 面 来 进行 的 。 笛 卡 儿 坐标 轴 的 选 定 要 使 得 这 个 曲 
面 和 平面 x=c《 一 年 )》 的 交 线 如 图 1.20 所 示 的 线 4B。 粘 
面 S 的 外 周 由 在 4 点 沿 x 的 负 方 向 通过 x=c 平 面 ， 在 B 点 . 
沿 正方 向 通过 的 曲线 六 确定 鬼 语 ， 则 do 如 图 所 示 问 下 。 

特别 是 四 
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= dx dx 


六 
图 1.21 da 网 xy 与 xz 平面 的 技 影 


do, = dxdz 
do。= 一 dxdy 加 (1.105) 
因 考 虑 局 限于 平面 x =c 和 x =c+dx 之 间 的 曲面 5 的 小 部 分 ， 
所 以 增 量 dx 进入 式 子 里 。 将 V: 的 导数 就 这 小 部 分 进行 积分 
时 ， 得 


OV > Gy 。 = | OV -> 0 
(, don 一 -3 os) = | (De dy+ Bzdz)dx (1.106) 


从 A 点 积分 到 点 当中 ， 因 保持 一定 所 以 


.07 
了 上述 面积 分 成 为 ， 
Jax) ay = jetxoymsza)ax-[exzyyuesza)ax 
(1.107b> 
为 了 表示 外 周 考 虑 确定 的 方向 时 ， 


在 外 周 的 右 侧 (在 B 点 〉》dx = de 

在 外 周 的 左 侧 《在 4 点 ) dx = -dd 和 。 
9A 是 沿 外 周 取 的 微小 长 度 的 矢量 。 最 后 ， 在 足够 履 次 总 曲面 
的 范围 当中 改变 x， 得 


GyY xz ， 加 ByY > -中 
[| 3z do -ay co- V dA\. ‘1.108) 


符号 中 意味 着 沿 封闭 路 径 绕 行 ( 现 在 是 曲 面 的 周边 ) 的 积 


分 .将 坐标 循环 置换 ， 或 纶 流 做 积分 ‘Vy 的 导数 和 平面 y= 
2 等 ) ， 对 Vy 和 V; 的 导数 也 得 相同 的 结果 ， 把 它们 加 起 
来 ， 得 

Jvxv.a=9 (VsdAs +V,dA + VdAs) | 


= PV .a .109) 


这 就 是 斯 托 克 斯 定理 .希望 知道 更 详细 的 数学 严格 性 的 读者 
请 阅读 Kellogg 的 势 论 基础 . 

和 高 斯 定理 的 情形 一 样 ， 也 有 面积 分 和 线 积分 的 其 它 关 
系 ， 它 们 是 


| .ao vp = pod (1.110) 


起 及 Jaoxv) xP= ParxP | C1.111) | 


象 1.11 节 那 桩 代入 W =ap， 就 不 难 肖 定 《1.110) .a 吓 暴 

有 一 定 大 小 和 一 定 方向 的 矢量 、 实 际 上 代入 .斯 托 克 斯 定理 

《1.109) 。 有 : 
| ev x Q9)edo = -| axve.ac 


一 -evex dc (1.112) 

对 线 积 分 来 讲 ， 央 
Pav:ar -a Pod : (1,113) 
所 以 与 面积 分 《1.112》 合 并 之 ， 则 得 | 
a (Doar+ | voxdo )=0 (1.114) 


因 a 的 方向 的 取 法 是 任意 的 ， 记 以 括 颖 当中 的 式 子 必须 等 于 
0。 于 是 (1.110)〉 得 到 肯定 。 利 用 VV =axP 间 样 能 推导 出 
(1.1 。a 仍 和 前 面 一 位 是 常 矢 量 。 
加 到 (1.109) ， 可 认为 中 Vd 是 流体 在 一 个 轮 周 
围 的 循环 流 ， 作 为 所 考虑 的 曲面 ， 取 了 曲面 kdo 的 圆 时 ， 得 
IvxV 1ao=xy- 平 面 内 的 dc 的 周围 的 循环 
这 个 式 子 是 通过 外 轮船 的 小 外 轮 的 旋转 来 测量 Y 的 旋 度 的 依 
据 。 如 果 该 小 外 轮 不 旋转 的 话 ， 则 循环 为 0， 根 据 斯 托 克 斯 
定理 V 是 无 旋 的 。 这 种 所 谓 循 环 的 想法 是 斯 托 克 斯 定理 的 通 
常 证 明 的 基础 。 把 给 定 曲面 分 割 成 许多 微小 面 元 ， 沿 内 部 线 
的 环流 相互 抵消 ， 只 剩 下 沿 原 来 曲面 周围 的 循环 。 | 
斯 托 克 斯 定理 的 主要 应 用 是 在 下 - 节 的 主题 的 势 论 当 
中 。 


习题 


1.12.1 有 矢量 t= - 沙 +jx， 利 用 斯 托 克 斯 定 理 证 明 xy- 面 
却 


“内 的 连续 关闭 昌 线 的 综 行 各 分 电 该 巾 线 所 包 图 的 硬 


4.12.2 


1,.12.3 


积 4 


1 ,1 
工 中 : 。d 和 = 16 or ydx) 二 和 A 
《a》 考 虚 当 计算 电流 图 磁 矩 所 出 现 的 式 子 ， 将 积分 


Prxar 


在 xy- 面 内 的 电流 圈 周 围 进行 积分 ， 其 大 小 等 于 该 电 
流 置 所 包围 面积 的 两 倍 ， 试 证 明之 . 

《b)- 棋 贺 的 周 长 用 >=iacos6 + 7Jbsin6 来 表示 。 

由 《〈a) 的 结果 证 明 椭 贺 面 积 为 zab。 

在 稳定 状态 ， 磁 场 理 满足 麦克 斯 志方 程 VvxH = 
J ../ 是 电流 密度 (对 每 平方 米 )。 在 两 个 介质 的 分 


界面 ， 有 面 电流 密度 克 (每 米 ) 。 试 证 明 对 妨 的 边 


界 条 件 是 
nx((H,— 局) 到 四 
n 是 垂直 于 分 界面 指向 介质 2 的 单位 矢量 。 


提示 ， 考 虑 如 图 所 示 牌 真 于 分 界面 的 细 立 。 


1.12.4 


根据 麦克 斯 书 方程 ， vxH= J*J 是 电流 密度 ， 令 


k= Uy 由 此 起 证 明 


7 是 通过 积分 路 径 所 包 转 的 面 的 净 电流。 这 些 式 子 
分 别 是 电 破 学 的 安培 定律 的 微分 形式 与 积分 形式 。 


.12.5 磁感应 强度 召 是 寺 通 过 半 征 为 玉 的 线 茧 的 电流 续 立 
的 。 试 证 明 矢量 势 A(B=vV x 仿 ) 在 线圈 主 的 大 小 是 
_ 多 

141 = 3 

p 是 通过 线圈 的 总 磁 通 量 。 
注意 ，A 在 线圈 的 切线 方向 。， 

1.12.6 5 为 封闭 曲面 时 ， 试 证 明 
|, vxV.do=0 


J 


人 
1.12.8 试 证 明 

中 uvved\= — 中 va 
1.12.9 试 证 明 四 
Puvvd = jvw) x (VV)do 


1.12.10 利用 斯 托 克 斯 定理 。 作 出 VxV 由 积分 得 到 的 定 
义 。 
注意 ， 这 是 为 了 说 明 曲 线 坐 标 系 当 中 的 旋 度 在 2.2 
节 所 用 的 方法 。 
1.13 势 论 
标量 劳 在 空间 的 给 定 范围 5 的 力 ， 能 用 标量 函数 的 多 
的 梯度 来 表示 时 / 
F= -vp z (1.,115) 
把 9 虽 做 标量 势 ， 能 用 单 值 的 标量 势 的 负 的 梯度 来 表示 的 FF 
由 做 保守 力 。 我 们 关心 的 是 在 什么 情况 下 标 量 函 数 是 存在 
的 。 为 了 解决 这 个 问题 ， 明 确 和 《1,115》 等 效 的 其 它 两 个 
关系 式 。 这 些 式 子 是 
VxF=0 (1.116> 
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ge. dr=0 《1.117) 


积分 路 径 是 在 范围 里 的 任意 封 半 路径， 这 三 个 方程 之 间 有 
着 能 从 -~ 个 式 子 推导 出 其 余 两 个 式 子 的 关系 。 我 们 从 
FF= 一 V0 (1.118) 
开始 。 这 个 式 子 成 立时 根据 〈1.77) 
Vx£f=~Vxvp=0 
邑 〈1.115》 包含 《1.116) 。 进 行 线 积 分 利用 《1.56) 时 
pF: dr = -中 var= -中 ar (1.119) 
积分 dg 得 P。 因 积分 路 径 是 封闭 路 径 ， 积 分 的 起 点 与 终点 是 
重合 的 。 所 以 在 (1.115》 成 立 的 范围 S 以 内 的 任意 封闭 路 径 
(1.119) 为 0。 推 导 这 些 式 子 在 这 里 利用 了 所 谓 势 是 单 信 
的 ， 和 且 (1.115》 在 S$S 内 的 所 有 点 都 成 立 的 条 件 .。 有 关 这 个 
条 件 的 问题 在 利用 磁 标 量 势 时 会 发 生 。 只 要 积分 路 径 不 包围 
净 电 流 ， 这 个 条 件 就 能 满足 。 然 而 ， 在 空间 内 取 包 围 净 电流 
的 积分 路 径 时 ， 那 么 磁 标 量 势 成 为 不 是 单 值 的 ， 到 目前 为 正 
的 做 法 就 不 能 用 了 .、 
回 到 三 个 式 子 等 价 
性 的 问题 ， 现 在 假设 
(1.117) 是 成 立 的 ， 
对 于 5S 内 所 有 路 径 有 


Fdr= 0 时 ， 连结 两 
“点 4 和 B 的 积分 的 值 ， 
与 该 路 径 无 关 。 我 们 的 . : 
前 提 是 图 1.22 做 功 的 可 能 路 径 


中 Fg.dr=0 
ACBD, 
于 是 ， 有 有 


?1 


| Fear= -|,, Pedr=| Pedr Ci 120) 
AOCB BD AD 


其 中 使 积分 路 径 走向 相反 则 改变 符号 .这 -- 事 实意 昧 着 ， 从 
A 到 了 移动 时 所 作 的 功 与 该 路 径 无 关 ， 洪 封闭 路 … 周 时 所 做 
的 功 为 0。 把 这 种 力 所 以 称 做 保守 力 就 是 根据 上 沐 事实 。 即 
能 是 守恒 。 从 (1.120》 所 示 的 结果 ， 可 知 作 功 只 决定 于 丙 
端的 点 4 与 B。 即 ， | 

| 下 dr = 0( A) -p(B) 2D 
因 右 边 的 符号 的 选择 是 征 意 的 ,为 了 和 (1.115)〉 一 致 起 
见 ， 仍 选 得 保证 水 不 是 往 上 坡 流 而 是 往 下 氢 流 ， 对 于 离开 长 
度 dr 的 两 点 4 与 5，1.121》 成 为 


Frdr= -dy= -vp “dr 加 C1. 122) 
这 个 式 子 可 改写 为 
CF + v9).dr=0 0.123) 


因 dr 是 任意 的 ， 会 出 现 (1,115》，。 各 果 
$F. -dr=0 | 
用 所 折 克 斯 生理 《1_109) 能 得 型 0.1167 
中 Far= |vx Fao 《1.124) 

到 微小 面积 do 的 周边 作为 积分 路 径 时 ， 则 面积 分 的 被 积 函数 
必须 是 sc， 所 以 〈1.117》 包 含 (1.116) 。 

量 后 ， 如 果 V xx 已 = 0 时 ， 只 把 前 夯 利 用 了 斯 托 克 斯 定理 
《1.124) 的 讨论 个 过 来 即 可 。 于 是 通过 从 (1.12D 
到 (7 .123》 的 线索 ， 就 能 推导 出 最 时 提示 的 F = -v9. 

总 之 ， 只 有 玉 足 无 施 的 时 候 ， 也 就 是 只 有 沿 任意 封闭 路 
径 作 功 为 0 时， 才 存 林 单 值 的 标量 势 。 由 《1.75) 所 规定 的 
重力 与 静电 力 的 场 因 是 无 旋 的 ， 故 为 保守 力 。 重 力 标 量 势 与 
静电 标量 势 是 存在 的 。 


F=—-Vop (1.115) 


” 1 一 一 一 一 全 
VXxF=0 (1.116) A 中 Rdr=0 (1.117) 


图 1.23 等 价 公 式 


例题 1.13.1 试 求 作用 于 质 电 为 mm: 的 重力 标量 势 ， 


Cr7 
Fo = -ro ~ — ko 


Tr 


r abs 


它 沿 着 径 矢 的 向 里 方向 作用 。 从 无 穷 远 把 (1.115》 积 分 到 
r 点 。 得 
we(r) -wo(coj= -| Pordr= +| Fadr (1.125) 


利用 下 oe = -天 xm 和 和 (i.88) 进行 比较 时 ， 这 个 势 是 把 粒 
子 从 无 穷 远 拿 来 所 作 的 功 〈 由 于 我 们 只 能 求 得 势 的 差 。 其 中 
势 为 0 的 无 穷 远 点 是 任意 选 的 )。 因 (1.125) 右边 的 积分 为 
负 ， 所 以 pelr?) 也 是 负 的 。 由 于 Fe 沿 着 径 矢 方向 ， 只 有 dr 指 
问 径 矢 方 向 才 对 mg 有 贡献 。 用 式 子 表达 为 


gel)=| - kdr = 一 K 一 mm 


r2 r r 
最 后 的 负 号 是 因为 重力 是 引力 的 结果 。 
例题 1,13.2 z 
试 求 出 对 于 单位 质量 的 离心 力 Eo=orre ( 径 矢 方向 疝 
外 ) 的 标 时 势 。 在 物理 上 可 以 想象 把 自己 放 广 省 戏 场 的 大 型 
: 73 


水 平 猎 转 的 圆 盘 之 上 。 与 例题 1, 13.1 一样， 但 积分 从 原点 开 
始 并 引 geC0)=5 时 

Vol(r)= 一 | Pear= 一 
使 符号 相反 。 让 Fsao = -kz 时 《〈SHO， 简 谐 振子 一 一 译 者 
注 ) 得 算 谐 振子 的 势 psro= 本 pr? 

人 重力 、 离 心力 和 人 简 

谐振 子 的 势 ， 如 图 1.24 
所 示 。 z 

很 明显 简 谐 振子 的 
势 要 建立 稳定 ， 意 味 着 
有 恢复 力 。 离 心力 的 势 
代表 不 稳定 性。 

经 常 洲 。， 热 力学 的 
内 容 是 寻找 正确 的 全 微 
图 1.24 焉 离 与 势能 约 关 系 〔〈 重 ”分 ， 于 是 出 现下 列 形式 

力 ， 离 心力 ， 简 谐振 子 ) 的 方程 


CD 2 了 2 


df=P(x,yJdx+Q(x,ydy 1.126a) 
通常 ， 问 题 的 焦点 是 | (P(x,y)dx + 9(x,?)dy) 是 否 只 决定 于 


积分 路 径 的 两 端 ， 即 dj 实际 上 是 否 是 真正 的 全 微分 。 为 此 ， 
其 必要 且 充 分 条 件 是 


OF of . 
dj=_—~- dx+ -d by 
f A x 3y y (1.126b) 
bomen of - 
lt P(x,y)= -5 
of 
,yp)= 0 1.126c 
QUx y) 3y 《 6cY 
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《1.126b) 取决 于 是 否 能 满足 关系 式 
P(Xx,y) 6Q(x,y) 
x (1.126d? 
这 正好 和 保证 上 是 无 旋 的 必要 条 件 (1.116〉 相 类似。 实际 
上 ， 由 (1,116) 的 z 分 量 ， 得 
BFz OFy 
0y OX 
矢量 势 ” 在 物理 学 的 某 领域 ， 特 别 是 在 电磁 学 里 ， 引 入 
力 场 召 由 


(1. 126e) 


~ B=vxAaA (1.127》 

规定 的 矢量 势 & 是 颇 为 方便 的 。 《1.127) 成 立 的 话 ， 根 据 

(1.79〉 很 明显 有 y，B= 0，B 是 无 源 的 。 在 这 里 表 考 虚 相 

反 的 命题 ， 即 B 是 无 源 时 证 明 矢 量 势 A 是 存在 的 。 实际 

计算 A 证 明 它 的 存在 。 假设 B= 沪 ， + 7D + kb,, 未 知 的 及 
是 io + Jas+ kas。。 根据 (1,127) 有 


9as wm aa, = . 
By 32 b, (1,128a> 
Oa _ 0as 一 Y, 
-2ax- = 了 (1.128b)， 
00z 041 = 
3x ay bs z (1,128c) 
假设 选择 坐标 系 使 得 4 平行 于 yz- 平 面 。 即 a: =0。 这 时 ， 

aas 

b, = a 

_ 0a: 

Pa = 3x : (C1.129》 


把 它们 积分 之 ， 有 
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a -| bsdx 十 了 2: (72Z) 
“ “0 


as= -人 badx+fsty,2) (1.130) 
D 


fs: 与 f: 明 是 与 z 的 任意 函数 ， 但 不 是 x 的 函数。 利用 
:B=0 则 (1.128 a) 成 为 


das _ Gas _ -ff (ae Obs Jax+ af。 8j， 
dy “3z dy oz dy ~ 9z 


= ob dx + 07s - 61 


Bx By 3z 《1.131) 


对 x 积分 之 ， 得 


Bas da, _ z _ ,6f, _ af 
By a PX,2) bi (Xo,y,2) + 6 
z (1,132) 
因 f; 与 f, 是 > 与 z 的 任意 函数 ， 所 以 选择 
。 了 =0 . : 
j= bi(Xxo,Y,2)dy (1.133) 


时 ， 则 《1,132》 的 右边 成 为 bx， y,2) 和 (1.128a) 一 致 。 
利用 由 (1.133) 确定 的 f; 与 f; 时 ， 能 作出 4， 


A 和 A= i bX,V,Z)dX 


+ bi(xo :7,2)dy ~ 下 ba(xsy,2)dx| 


‘ 1,.134) 

这 个 结果 并 不 完全 ， 因 如是 入 的 导数 ， 及 加 上 任意 常数 也 
无 妨 ， 比 这 更 重要 的 情形 是 ， 在 对 BB 无 任何 影响 的 情况 下 
把 任意 标量 函数 的 梯度 加 到 4 上 是 可 能 的 。 函 数 刀 与 1 并 
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不 是 唯一 确定 的 ， 还 可 以 选择 其 它 形式。 如 1.15 节 所 表明 
的 。， 也 能 确定 "的 值 。 

例题 1.13.3 

为 了 说 明 梯 矢量 势 的 计算 ， 考虑 特殊 且 重要 的 情形 ， 加 
定 的 磁感应 强度 


B = AB。 .185) 

Bs 为 常量 。 《1,128) 成 为 

ao。 aa _ 

By ”8z 

Od: _ Gas _ : 

7x =0 《1.136) 

04; _ 9a, =B, 

dx 8y 
和 前 面 一 样 ， 令 a,=0 时 ， 由 (1.134) 9 得 

A =j| B， dx = J%B, (1.1377 


已 假设 积分 常数 为 0， 立 刻 可 以 肯定 这 个 入 实际 上 满 居 
《1.127) 。 
取 a 为 0 并 不 是 绝对 的 。 为 了 表示 至 少 不 是 必要 的 ， 
让 as =0 试 试看 。 从 (1,136) z 


G4, _ . | 

02 和 (1.138a) 

60 -~ 

a (1,138b) 
Oas es Dali = B 

a 和 as 与 z 无关 时 ， 就 会 知道 z 
Oy =01(X,Yy), oz = a X,Yy) .139> 
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令 as =p| Bsdx= pxBs (1.140) 


o =(p -1)| Bsdy= (了 -1)yB, C1141) 
: 则 《1.138ce》 是 可 以 满足 的 ，p 为 任意 常数 。 结 果 是 
A=i(p—1)yB,+ 7DPxXB,; (‘1.142) 


这 里 容易 知道 (1.127) ， (1.135) 。 (1.142) 是 没有 了 矛 
盾 的 。 比 较 (1,.137) 与 (1.142》 时 ,立刻 会 知道 A 不 是 
唯一 的 。 把 《1.142)》 改写 成 @ 


A= ~ iy ~ jx)B: +(z -于 ji+ JJx)8r (1.143) 


= + (pj 


p=Xy (C1.1144) 
时 ， 能 够 阐明 (1.137) 与 (1.142) 的 差别 和 (1.142) 进 
入 了 参数 中 . 
A 的 第 一 项 是 对 于 固定 的 已， 通常 相当 于 
A= 方 ( 鼠 xz) (1 145》 


在 许多 问题 里 ， 由 建立 磁感应 强度 B 能 计算 出 磁 矢 量 
势 4。 这 一 事实 意味 着 求解 〈 矢 量 的 ) 泊 松 方程 (参考 习题 
1.14.5) 。 


习 题 


1.13.1 力 忆 由 

FF=(x?2 ty +2)"(iX+ y+ Rkz) 
全 p(X，》) 二 xy 很 明显 不 是 在 1,3 节 所 使 用 的 意义 下 的 标量 画 数 外 xy . 
对 国 绕 z. 轴 的 旋转 天 不 是 不 交 的 。 如 果 不 变 狂 是 必要 的 话 ， 则 参数 Dp 必须 等 于 
172。 . 
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规定 时 试 计 算 下 列 各 量 

(a) vf 

(by yxF 

《c) 成 为 F = ~v9 的 标量 势 p 《x,y,?) z 

(d) 当 短 指数 nn 取 何 值 时 ， 标 量 势 9 在 原点 及 无 穷 


Je 2 ~ 1 2n+2 — 
容 (a) (2n +3)r (c) nT 开关 一 工 
(by 0 (d) n= -1，9p= 一 Inr。 


1.13.2 半径 为 6 的 球 〈 对 整个 体积 ) 均匀 带电 。 求 在 0<r<< 


1.13.3 


1.13.4 


ce 的 范围 里 的 静电 势 9Cr) ， 让 全 如 1 .14 节 所 示 ， 
作用 于 r=ro 处 的 试验 电荷 的 库仑 力 ， 只 决定 于 比 "， 
小 的 + 处 的 电荷 ， 而 与 大 于 ro 的 + 处 的 电荷 无 关 。 须 
注意 对 于 球 对 称 分 布 电 荷 才 能 这 样 讲 ， 

计算 给 定 势 内 粒子 的 运动 、 是 经 典 力 学 的 普通 问 
题 。 对 于 具有 均匀 密度 (p,》 不 旋转 的 球 ， 作 用 于 
ro 处 质量 为 m。 的 质点 的 重力 ， 根 据 1.14 节 的 高 斯 
法 则 ， 可 以 推导 出 它 是 由 来 自 r 志 ro 范围 里 的 质量 
的 引力 所 产生 ,r+ 之 ro 处 的 质量 对 该 重力 毫 无 贡献 可 


言 ， 


(a) 试 证 明 严 /ms = (45Gp6/3)r,(0<r<a)。 a 为 
球 的 半径 。 

(b) 斌 求 对 应 于 0<r<a 的 此 力 的 重力 势 。 

(c) 考虑 通过 地 球 中 心 穿 到 另 一 侧 的 垂 直 孔 ， 忽 略 


地 球 的 旋转 ， 假 定 均匀 密度 ou =5.5g/cm2， 计 算 落 
于 该 孔 内 粒子 的 运动 状态 。 周 期 是 多 少 ? 


流 有 电流 [的 长 直 导 线 ， 建 立 由 下 式 表示 的 磁感应 强 
度 8B。 
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Le . 
EE EE wer iF rp pe pe re ee ee ee 


= ol -7 ，_ > 
3 (i ” X22+y | 
试 求 磁 矢 量 势 4。 
答 A= -Rol/An)ln(x? +22》。， 
《这 个 解 并 不 是 唯一 的 》 
1.13.5 


_roe_[x yy Z 
a- 台 -~ (这, 3 吝 


时 ， 试 求 当 yxA=B 的 A. 一 个 允许 解 是 


A= 2 一 wyVXZ 
r(X2+y2》 PFCX2+22) 
1.13.6 试 证 明 一 对 方程 
A=i1(Bxr) 
2 
B=vxA 


能 为 任意 常 矢量 BB (可 取 任 意 方向 ) 所 满 是 。 
1.13.7 磁感应 强度 B8 和 磁 矢 量 势 4 有 着 妃 =Vx 4 的 关系 ， 
根据 斯 托 死 斯 定理 ， 有 


1 .do= 中 4 ,dr 


试 证 明 对 于 规范 变换 A 一 A + vq 这 个 式 子 的 两 边 都 

是 不 变 的 。 

注意 :完整 的 规范 变换 在 习题 3.7.3 里 讨论 。 
1.13,8 对 电场 和 磁 矢 量 势 太 米 讲 ，。 (E+3A/8t) 是 无 


旋 的 ， 因 此 可 写成 
vp-04 
巴 VP ~ -a 
试 证 明之 。 
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1.18.9 作用 于 以 述 度 口 运 动 的 电荷 & 的 力 为 
r=qErvxB) 


利用 标量 势 ” 和 矢量 势 A 证 朋 


F -| -w- < 和 + VAv) | 


须 注 意 这 里 用 时 间 的 全 微 商 代 规 了 习题 1.13.8 里 4 
的 时 间 俩 微 商 . 
1.14 高 斯 法 则 和 泊 松 方程 
高 斯 法 则 ” 沽 虑 坐标 原点 有 点 电荷 的 情形 。 这 个 电荷 产 
生 由 


到 = i (1.146) 
B 


记 规 定 的 电场 E， 由 此 来 推导 高 斯 法 则 。 这 个 法 则 是 ，E 在 
封闭 曲面 上 的 积分 为 
。 六 (S 包 含 原点 时 ) 


_ 
1,Edc = (1 147) 


0 《不 包含 时 》 
利 骨 高 斯 定理 (1.94，〉 〈 于 是 省 去 9/4zeo)》 ， 根 据 例 题 
1.7.2， 人 得 


了 


| j= . (1 148) 


曲面 3 不 包含 原点 。 在 原点 被 积 函 数 没 有 意义 ， 《1.148) 证 
明了 高 斯 法 则 的 第 2 部 分 《不 包含 原点 时 》， 
曲面 > 包含 原点 的 第 工 部 分 ， 通 过 用 半径 为 6 的 小 球 S/ 
包围 原点 可 以 处 理 . 为 了 明确 内 人 出 与 外 侧 的 区 别 ， 认 为 曲面 
”5 外侧 范围 和 有 旧 面 S 的 内 侧 范围 《〈r<6) 用 小 孔 联系 着 。 这 
个 孔 把 3 与 5' 连结 起 米 ， 使 它们 成 为 一 个 单 连 通 封 闲 曲 面 ， 
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假定 所 考虑 的 孔 的 半径 小 到 可 以 忽略 的 程度 ， 从 而 对 面积 无 
任何 页 献 。 把 高 斯 定理 应 用 于 5 与 3 之 间 的 范围 里， 不 会 
有 任何 困难 。 结 果 有 


| e+), rovdI = 0 (1.149) 


‘ga rr> 62 
在 第 2 个 积分 里 让 do = -ro0:d& 进行 计算 、d8 是 立体 角 
元 - 在 1.10 节 已 讨论 过 ， 负 号 是 由 于 正法 线 方向 穿 过 封闭 曲 
面向 外 。 在 目前 情况 下 ， 问 外 法 线 矢 量 m 指 向 负 的 径 矢 方 


图 1.25 原点 的 欣 除 


向 ， 即 ro= -ro。。 按 所 有 角度 进行 积分 ， 得 


| ro*Go/ ro*ro02dQ _ 
启 


32 二 -| O02 一 4 (1.150) 


与 半径 56 无关。 根据 《1 146) 的 定义 ， 这 个 式 子 成 为 


1.E'ao= 4 4F = - 生 (1.151) 
号 4TEn £0 


这 就 完成 了 高 斯 法 则 的 证 明 。 虽 让 曲面 为 球面 ， 须 注意 着 不 
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要 求 S 必需 是 球面 ， 
再 把 讨论 深入 一 步 ， 考 虚 具 有 一 定 分 布 的 电荷 的 情形 
g = 1,odz (1.152) 


即使 在 这 种 情况 下 ， 如 果 把 4 看 成 是 分 布 于 曲面 S 所 包围 的 
范围 的 总 电荷 时 ， 仍 能 使 用 (1.151) 。 


E.do=| .Pdr (1.153) 
JJ 人 V Eo 
利用 高 斯 定理 有 
| Ve Edr 一 | Padar (1 。 154) 
.FT V eo 


因 所 考 虚 的 范围 7 是 任意 的 ， 因 此 两 边 的 被 积 函 数 相等 ， 即 
得 到 走 克 斯 韦 方程 之 


V'E= (1.155) 
0 


把 到 目前 为 止 的 讨论 倒 过 来 的 话 ， 立 即 可 由 麦克 斯 书 方 程 求 
得 高 斯 法 则 . 
泊 松 方程 ”用 -vo 置换 E 时 ， 则 (1.155) 变 成 


vr vp= -4 (1.156) 
Zn 


这 是 泊 松 方程 。 在 p= 0 的 条 件 下 。 这 个 式 子 成 为 更 有 名 的 方 
程 ， 拉 普 拉 斯 方程 
VvV*， VP=0 (1.157) 
在 处 理 各 种 众 标 系 时 (第 2 章 ) ， 或 者 讨论 作为 方程 的 解 的 
数学 物理 的 特殊 两 数 时 ， 都 会 经 常 磁 到 拉 普 拉 斯 方程 。 
当前 明 格 林 函 数理 论 时 ， 泊 松 方程 是 极为 重要 的 。 


习 题 


1 14.1 试 求 二 维 局 况 下 的 商 关 法则。 在 二 维 里 有 
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9 是 原点 处 电荷 ， 另 外 ， 所 研究 的 二 维系 统 ， 乃 是 三 
维 〈 圆 柱 型 的 ) 系 的 具有 单位 厚度 菠 片 的 情形 ， 对 
于 单位 长 度 的 线 电荷 。 变量 是 沿 着 由 线 电荷 向 外 
的 方向 测 得 的 .pe 为 Pp 方向 的 单位 矢量 (参考 2.6 


节 )， 
1.14.2 (a) 试 从 麦克 斯 韦 方 程 
V。 =- 


引出 高 斯 法 则 ，P 为 通常 的 电荷 密度 ， 
(b) 假定 点 电荷 4 建立 的 电场 是 球 对 称 的 ， 试 从 高 
斯 法 刘 推 导出 库仑 反 平 方 定 律 


一 dro 
4Te20r” 


1.14.3 试 证 明 任 意 点 了 静电 势 9 的 值 等 于 以 P 为 中 心 的 任 
意 球面 上 的 势 9 的 平均 值 。 但 该 球面 上 及 其 内 部 无 
电荷 ， 
提示 让 WW?=r (离开 上 的 拭 离 ) 9 Y= 利用 
(1.97) 的 格林 定理 . 

1.14.4 积 葛 于 静电 场 的 能 量 可 写成 


W = EX rp(r )GT 


pl(r) 是 电荷 密度 ，gp(r) 是 静电 势 。 试 证 明 利用 电场 
玉 这 个 式 子 可 用 

W = 了 es [Eadr 
表示 , 令 电 荷 是 定 域 的 ， 由 此 式 可 知 能 量 密 认为 


SeoE’, 


1.14.5 在 静 系 (稳定 电流 ) 里 ， 试 利用 考 充 斯 韦 方程 证 坟 


磁 矢 量 势 4 满足 矢量 的 泊 松 方程 
VA= -uJ 
但 假设 .上 = 0， 


1.15 赫 姆 霍 效 定理 

在 1.13 节 强 调 了 磁 矢 量 势 A 不 能 唯一 地 确定 。 4 的 散 
度 仍 是 未 定 的 .在 这 一 节 里 ， 曾 明 有 关 矢 量 的 散 度 与 旋 度 的 
两 个 定理 。 第 1 个 定理 如 下 : z 

“通过 在 一 定 范围 内 给 定居 量 的 散 度 与 旋 度 ， 并 给 定 该 
范围 的 分 界面 上 法 线 方 向 的 分 量 ， 可 以 唯一 地 确 定 一 个 矢 
量 ” 


为 证 明 起 见 ， 让 
VyV*V.=s 
VxVi=c (1.158) 


可 以 认为 。s 是 源 密度 (电荷 密度 ) 。c 为 环 流 密度 (电流 
密度 }。 分 界面 上 的 法 线 分 量 V ,+ 也 给 定时 ， 想 要 证 明 V ,是 
礁 一 移 。 为 此 假定 有 满足 (1.158) 而 且 在 分 界面 上 具有 根 
同 法 线 分 量 V ;+ 的 第 2 个 矢量 V ; .于 是 要 证 明 V ,一 V ,=0， 
首先 让 


W =V, -VV, 
这 时 

YY。 几 =0 《1.159) 

vxW=0 (‘1,160) 
因 W 是 无 旋 的 ， 汪 以 可 写成 (从 1 ,13 市 ) : 

W= -v9 (1.161) 
把 这 个 式 子 代入 (1,159) ， 得 〈 拉 普 拉 斯 方程 ) 

V* VPe=0 (1 162) 


把 由 (1.98〉 规 定 的 格林 定理 ， 用 于 w=v= ?的 情形 。 
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六 在 分 务 面 3 上 


Wu=yis-Vyis=0 (1.163) 
阁 林 定理 成 为 | 
| eve) veyar= | WWar=0 (1.164) 
因 量 W ，W = W? 不 能 为 负 ， 所 以 V 内 必须 到 处 有 


W=V,-V,=0 (1.165) 
于 是 因 V :是 唯一 的 ， 放 和 定理 得 证 。 
对 磁 矢 量 势 A 来 讲 。 关 系 昌 =VyV x 有 A 决定 和 的 旋 度 。 为 
方便 起 见 ， 我 们 经 常 让 V。，A= 0 (参考 习题 1.14.5) 时 ,给 
定 边界 的 话 就 确定 了 A. 
这 个 定理 也 可 写成 ， 对 于 拉 普 拉 斯 方程 的 解 的 唯一 性 定 
理 〈 习 题 1.15.1) . 求解 静电 学 或 其 它 领域 的 拉 普 拉 斯 方 
程 的 边界 值 问题 时 ， 用 这 种 形式 表示 的 唯一 人 性 定理 是 非常 重 
要 的 。 如 果 能 找到 满足 必要 边界 条 件 的 拉 普 拉 斯 方程 的 一 个 
解 时 ， 这 个 解 就 是 完整 的 解 ， 
株 好 霍 北 定理 第 2 个 定理 是 赫 姆 霍 效 定理 ,利用 了 在 
. 无 穷 远 处 为 0 的 涛 密度 s 和 环流 密度 c 的 情形 的 〈1.158) ， 
矢量 Y 是 满足 它 的 。 这 种 矢量 Y 可 写成 一 个 是 无 旋 的 ， 另 一 
个 是 无 源 的 两 部 分 之 和 ”。 和 失 量 允 能 写成 
V=-yp+t+yxA (1.166a) 
时 .很 明显 能 满足 赫 姆 霍 诊 定理 。 原 因 蚌 -v9 是 无 旋 的 ， 
x 有 A 是 无 源 的 。 现在 来 明确 (1 .166) 。 
假设 V 为 已 知 矢 量 。 令 其 散 度 与 旋 度 为 
VV =s(r) (1.166b) 
VxV=c(r) 《1.166c) 
时 ， 则 s(r) 与 eCr) 是 和 位 置 有 关 的 函数 。 由 这 两 个 淫 数 作 
出 标量 势 pCr) )。 
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vr)= |S ar, 《1.167a》 . 


A4T J rs 

， 和 人 炙 量 势 Cr ), 
1 {cro) by 
Acr, )= | qr, (1.167b) 


ri 于 示 势 场 的 点 (xX!1，Y1，21)， r; 表示 建 立 势 的 源 的 坐标 


《X272，22) 。Fz 是 
rs = (CX ~X2)?+(y, 一 ?2 )? + (ZZ! 一 Za 7)2 了 2 


(1.168> 
Fa 
《 场 点 坐标 ) 《 源 点 坐标 > 
(入 ,为 ,21) 2 a (Xz2 ,2 ,22) 
= 


图 1,26 源 点 与 场 点 坐标 


考虑 rm * 的 方向 的 话 ， 则 从 源 点 到 场 点 的 方 向 作为 正方 向 。 

写成 矢量 的 话 ， 如 图 1.26 所 示 的 rs = r 一 rs。 当然 ， 为 了 

上 述 积分 值 能 存在 ， 就 必须 要 求 * 与 e 在 远 处 相当 迅速 地 变 
成 0， 

根据 这 一 ' 节 开头 所 冰 述 的 唯一 性 定 再， 多 能 够 由 它 的 散 

度 * 和 它 的 旋 度 ec( 以 及 边界 条 件 ) 唯一 地 确定。 根据 
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《1.166) 。 有 


VV= 一 eVwyp 《1 .TI69a) 
这 弟 因 为 散 度 的 旋 度 等 于 0， 而 梯度 的 旋 度 也 是 0， 故 有 

vVxV=vVxvxA (1 .169b) 
因此 如 果 能 证 得 

一 YY °* Volri)= sr) 《1 ,169c) 

VxXVxA(r)=c(r) (1 .169d) 


的 语 ， 那 么 由 (1.166) 规 定 的 多 就 会 具有 正确 的 散 度 与 旋 度 ， 
即 到 目前 为 止 的 阐述 不 存在 内 在 戏 厦 ,也 就 肯定 了 (1 .166 )。 
首先 洪 虚 V 的 获 度 ， 
VV = -Vy*yPp= - DV v| Sar, (1.170) 


拉 普 拉 斯 算 符 V。V 或 V: 作用 于 场 点 坐标 (Xx1，Y1，21) 。 
因此 它 和 对 《x，,，y;，zs〉 的 积分 进行 交换 也 可 以 。 结 有 果 有 


veV = -去 jroowi( 1 ke 《1.171» 


7 2 
在 1.14 节 说 明 高 斯 法 则 时 ， 已 证 明了 
-f(s ery (Ee 《1.172) 
r2 . r 10 “ 
两 个 值 对 应 于 ， 这 个 积分 包含 原点 r=0 的 情形 (-4r) 和 
不 包 会 原点 的 情形 《〈0)7。 通 过 狄 拉克 的 0 函数 GGr) 可 以 更 
恰当 地 表示 出 来 。 


v? i = -47z6C7r) (1.173) 

这 个 狄 拉 殉 的 6 函数 ， 由 下 列 性 质 来 定义 ， 
6Cr) =0, re0 (1.174a) 
| fracryar= 7100) (1.174b) 


帮 r)》 是 任意 的 杜 素 函 数 ， 积 分 范围 包含 原点 。 作 为 (1.174b ) 
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的 特殊 情况 。 
(ocryar=1 (1.175) 

因 景 6GCr》 在 r = 0 不 能 定义 (无穷 大 〉》， 实 际 上 这 不 是 普通 
的 国 数 。 然 布 〈1.174b， 的 难 解 性 质 作 为 一 系列 函数 的 极限 
的 胃 函 数 能 严格 地 加 以 说 明 。 这 里 以 6 函数 的 定义 的 性 质 为 
基础 来 用 它 ， 

在 使 用 5 函数 以 前 ， 必 须 对 (i,173) 进行 两 个 小 的 修 
正 . 第 1， 建 立 势 的 源 不 在 原点 而 在 r* 点 。 因 此 只 有 当 曲 
面包 含 >= rz 点 时 ， 涡 斯 法 浊 才 成 为 4z。 为 了 表示 这 一 事 
实 ， 把 〈1.173)》 改写 为 


vi(7)= ~ AX0(ri 一 Ya ) 《1-.176》 . 


. Fy 
把 势 的 源 移动 到 r,， 也 就 是 认为 0 函数 的 定义 式 《1 .174) 
成 为 
6(71 -rs ) = 0，r :sy (1.177 a) 
foro -rar=fr) .177b) 


第 ?， 共 7 对 xs，ys，zz 微 分 两 次 和 对 x1，y 1，Zi 微 分 两 
次 是 一 样 的 ， 故 有 


| 
vi(7-)=vi(; = ~ 470(ri -rs) 
= — ANG(r,—r!:) 《1.178) 
另外 ， 从 6 函数 的 定义 性 质 也 会 知道 
GOCri 一 ) 一 0OC72 一 7 ) 《1 .179》 


利用 (1.178) 改写 (1.171)， 利用 效 衣 克 的 6 国 数 的 任 不 
进行 积分 时 ， 得 


Ye*Y =- PAAC 产 -ja 
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一 ar )C -4 XT)0(r, 一 PIGT， 


= S(7,) (1.180) 

这 最 后 式 子 是 把 〈1.177b) 里 的 和 角 标 1 和 2 交换 以 后 得 到 

的 。(1.180) 表明 ，Y 的 假定 形式 〈1.166) 及 标量 势 9 的 
形式 (1.167a》 上 其 有 给 定 的 散 度 的 值 (1.166 a) 。 

为 了 完成 赫 姆 霍 兹 定理 的 证 明 ， 有 必要 阐明 开头 的 假定 

和 和 《1.166 b) 并 不 矛盾 ， 即 Y 的 旋 度 等 于 cl《r,),。 根据 

《1.166〉 有 . 

VxXV=vyxvxA 


=vy:A-viA (1.181) 
利用 《1.167b)， 第 一 项 VCVv,A) 成 为 
4xVV- 及 = er， vivi( 产 -jar (1.182) 


这 里 也 是 用 对 x,，y;:，z 的 二 阶 导 数 来 置换 对 x,，?7，23 
的 二 阶 导数 ， 将 (1.182) 按 各 分 量 @@ 进 行 分 部 积分 ， 因 环 


tavy.4l:=feoo eve aa (sl )ar, 


六 1 2 


-jw ee A) 


OX, “ri 


-| [va etre) J (st)ar (1.183) 


流 密度 ce@ 是 无 源 的 ,所 以 第 2 项 变 成 0。 根 据 高 斯 定 理 ， 第 
一 项 的 积分 可 改写 成 表面 积分 .为 了 使 (1.167 0) 的 积分 值 存 
在 ， 须 让 < 只 在 空间 的 一 定 范围 有 值 ， 或 者 是 在 很 大 + 的 范 
围 里 . 远 比 1/7 更 快 地 变 成 0 的 量 . 这 时 ， (1.183) 的 第 一 


合用 这 种 办 法 避免 了 作出 张 量 C(72)VYz。 
人 Cc 一 V XV 为 已 知 量 
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”项 取 足 够 的 曲面 进行 积分 时 ， 变 成 0。 
因 VV'A4A=0， 所 以 〈1.181) 变 成 
vxV=-vA= -| (rv dr (1.184) 


用 矢量 环流 密度 e(r:) 去 置换 (1.171)〉 里 的 标量 $s (r;) 
时 ， 则 上 式 和 (1.171) 完 全 一 样 。 和 前 面 同 理 ， 作 为 便于 积 
分 的 方法 利用 狄 拉 克 的 6 函数 时 ， 立 即 可 知 〈1.184) 变 成 
(1.158) 。 这 就 得 到 了 ， 由 开头 假定 的 〈1.166) 所 确定 的 
V 的 形式 和 由 (1.167 b) 所 确定 的 矢量 势 公 的 形式 与 确定 
V 的 旋 度 的 〈1.158) 是 一 致 的 结果 ， 

以 上 已 经 证 得 ， 阐 明 一 个 矢量 能 够 分 成 无 旋 部 分 和 无 源 
部 分 的 替 姆 霍 效 定理 ， 把 这 个 定理 应 用 于 电磁 场 的 话 ， 则 场 
的 天 量 ” 能 够 分 解 成 由 标量 势 求 得 的 无 旋 电 场 和 由 矢量 势 
A 求 得 的 无 源 的 磁 应 强度 B。 密 度 s(r)( 除 以 介 电 常数 2) 
可 以 认为 是 电荷 密度 ， 环 流 密度 ce (r)〈 张 以 导 磁 系数 ) 为 电 
流 密度 。 


习 题 
1.15.1 半数 Yr)(1 ) 满 足 拉 普 拉 斯 方程 ， 而 且 (2) 满 足 完整 
的 一 组 边界 条 件 的 话 ， 则 多 7 ) 唯 一 地 确 定 ， 在 这 一 
节 里 默认 了 这 一 事实 ， 试 给 以 确切 的 证 明 。 
1.15.2 (a)P 是 泊 松 的 矢量 方程 YiPIr )= -Cr ) 的 解 


V 
Per 本 | er 


时 ， 通 过 证 明 V 可 写成 
V=-vp+vVxA 
A=vxP 
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=Y" Pp 
来 给 出 赫 姆 堆 效 定理 的 娘 一 证 明 。 
(b) 解 泪 松 的 矢量 方程 ， 得 


1 V ) 
Per, )= 二 一 dt, 


试 证 明 把 这 个 解 代 入 (a) 的 9g 与 人 时 ， 就 得 到 在 
1.15 节 给 出 的 代表 9 与 A 的 式 子 ， 
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第 2 章 坐 标 系 


在 第 1 章 我 们 只 使 用 了 第 卡 儿 坐标 系 ， 篇 卡 儿 坐标 系 的 
特有 优点 是 三 个 基 矢 到 处 是 固定 的 .我 们 昌 提 出 了 径 矢 ,但 
毕 竞 是 作为 x。，y zx 的 函数 来 处 理 的。 遗憾 的 是 ， 在 求解 物 
理 问题 当中 ,并 不 总 是 笛 卡 儿 坐 标 系 是 最 合适 的 .比如 说 ， 在 
万 有 引力 或 静电 力 的 情形 容易 过 到 的 ， 也 就 是 出 现 有 心力 
忆 = roF(r) 的 问题 当中 笛 卡 儿 坐标 一 般 就 不 再 适合 ,在 这 种 
问题 当中 ， 用 径 矢 的 长 度 作为 一 个 坐标 的 坐标 系 ， 总 之 使 用 
球 坐 标 系 是 最 恰当 的 ， 加 

总 之 对 于 解决 问题 最 合适 的 坐标 系 ， 莫 过 于 选择 容易 包 
括 该 问题 的 内 在 约束 条 件 或 对 称 性 的 坐标 系 。 于 是 较 之 生硬 
地 向 笛 卡 几 坐 标 系 里 硬 塞 ， 更 容易 使 问题 得 到 解决 的 情况 是 
懂 见 不 鲜 的 。 所 亩 “更 容易 得 到 解决 ”的 意思 是 在 新 的 坐标 系 
里 一 个 偏 微分 方程 可 分 离 成 几 个 “标准 型 ”的 常 微分 方程 。 
这 种 技巧 一 般 叫 做 分 离 变数 法 ， 这 在 2.5 节 还 要 讨论 ， 


下 面 专 门 来 考察 方程 
Vy+k:y$=0 (2.1) 
可 能 分 离 变 数 的 坐标 系 。 (2,1) 在 外表 上 是 更 普遍 的 ， 当 
k*” =0 时 拉 普 拉 斯 方程 
k” = 正 的 常量 时 赫 姆 堆 效 方程 
k = 负 的 常量 时 扩散 方程 (的 空间 部 分 ) 
k* = 常量 x 动能 时 责 定 证 波动 方程 


有 着 各 目的 名 称 。 《2.1 ) 能 够 分 离 变数 的 坐标 系 有 11 种 
(L, P, Eisenhart, Phys。Rev。45，427 (1934) ) ， 它 
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们 都 可 以 认为 是 共 焦 椭圆 体 坐 标 系 的 特殊 情形。 在 这 11 种 
之 外 还 有 三 种 对 十 解 拉 普 竹 斯 方程 有 用 的 华 标 系 。 这 些 也 于 
简单 地 涉及 一 些 。 
当然 ， 为 了 使 用 非 省 卡 儿 开标 系 ， 也 得 付出 一 定 的 代 
恰 。 比 如 说 ， 必 须知 道 在 非 币 卡 儿 坐标 系 里 梯度 ， 散 度 ， 旋 
度 的 表达 式 究 竟 如 何 。 这 些 玫 达 式 在 2.2 节 以 极其 一 般 的 形 
式 确定 的 ， 这 里 首先 就 14 种 坐标 系 都 通用 的 曲线 坐标 系 进行 
一 般 的 讨论 。 
2.1 曲线 坐标 
在 笛 卡 儿 坐 标 系 电 ， 处 理 三 种 相互 垂直 的 平面 群 ，x = 
常量 ，y= 常量 ，z = 常量。 现在 考虑 对 这 个 空间 又 加 以 另外 
三 种 面 群 。 在 各 新 的 面 群 当中 不 要 求 面 之 闻 相 互 平行 ， 它 们 
也 不 一 定 人 必须 是 平面 。 三 种 面 群 虽 没 有 必要 相互 垂直 ， 为 简 
单 起 见 权 且 赋 以 条 件 〈2.7) 。 在 笛 卡 儿 溪 标 系 里 任意 点 4x， 
y，z》 可 脐 三 张 平面 的 交点 来 表示 。 用 9 = 常量 ，q: = 常 
量 ，4s = 常量 来 表示 曲线 坐标 系 的 面 群 时 ， 和 用 《〈x，? 
2) 规定 点 的 位 置 相 类 似 改 用 (491，4:，4s) 来 规定 。 这 一 
事实 ， 至 少 在 原则 上 意味 着 有 通过 4d1，4:2，4s 决定 Xx，》， 
2 的 关系 
X=X(4!, 4.， 4:) 
y=y(41, 42， 4:) 《2 .2) 
. ZZ(q1, 4d.,。 4:) 
或 者 相反 的 关系 
qd1 = qdi1(X, y, 2) 
gs = qs (xX, y, 2) (2.3) 
qs = ds(X, yy, 2) 
对 于 各 面 群 9 = 常量 ， 在 这 个 面 的 法 线 方 癌 沿 注 针 的 增加 的 
指名 到 单 位 矢量 。 
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极为 接近 的 两 点 间距 离 的 平方 由 

ds2 = dx?* +dy’ +dz? = Zh’ ,dqdq, (2.4) 
确定。 系数 有 可 认为 决定 坐标 系 (4!，9s，4s) 的 性 质 。 
把 这 些 系 数 归 在 -起 叫做 度 规 。 下 面 来 研究 它 ， 作为 狂 定 
hz; 的 第 1 阶段 首先 取 〈2.2》 的 微分 


OX OX GX 
dx = -dg,+ dg,+-~—d (2.5 
a9, 1 3 dz 3g. ds 》 


对 dy，dz 也 一 样 。 把 它们 平方 起 来 代入 (2.4) 时 
?= OX OX 十 Gy 07 02. 4 
Od: 09; dq: 94; Og: . 94; 
把 话题 局 限于 用 相互 牌 直 的 曲面 群 构成 的 坐标 系 的 情形 ， 则 
his;=0, Is/ (2.7) 
成 立 (参考 习题 2,.1.1〉。 这 里 把 符号 简化 写作 hw = hi 时 ， 
则 有 


(2.6) 


ds* = (hdq1)” + (hdq,.)?*+ (hsdqs)? (2.8) 
在 下 一 节 以 后 , 各 个 特定 坐标 系 只 要 这 些 度 规 因子 hi，h2， 
hs 一 经 确定 就 定 下 来 了 。 相 及 ， 通过 把 一 个 改变 da， 其 
它 的 9 保持 一 定时 的 关系 
ds; = hidq (2.9) 
不 难 决 定 度 规 因 子 。 须 注意 这 里 的 三 个 曲线 坐标 不 一 定 必须 
是 长 度 。 度 规 因 子 ht 取决 于 4 取 什么 ， 也 不 限 于 无 量 纲 的 
量 。 但 hida; 必须 具有 长 度 的 量 纲 ， 
从 (2.9) 立即 能 得 到 面积 元 与 体积 元 

dao;y = dsidsy = hihsdgdq; (2.10) 

dr= dsids,ds: =hih,hsdgidq,dgq; (2.11》 
《2.10) ， (2.11) 与 变换 公式 《2.2) 以 及 利用 雅 可 比 的 
结果 当然 是 一 致 的 ， 


人 


习 题 


2.1.1 对 正 交 曲线 坐标 系 来 讲 ， 试 证 明 (2.7)hij =0，i 二 j。 
2.1.2 对 球 坐 标 4; =r，4; = 6， qs =$ 来 讲 ， (2.2〉 的 变换 
公式 为 z 
xX=rsingcosg 
y=rsin0sing 
2 = Jeos0 
Ca) 试 计算 球 坐 标的 度 规 因子 h，Ao，A。。 
(b) 根据 dsi= hsdg; 的 关系 验证 (a》 的 结果 。 
2.1.3 在 话 电 学 或 流体 力学 里 经 常 使 用 的 Ww-，V-，z 一 些 
标 系 由 
XYy=u 
X22— y=V 
ZZ 二 
来 定义 。 这 个 W~-，V 一 ，z 一 是 正 交 系 。 
《a) 简单 说 明 三 组 的 坐标 面 的 任 质 。 
(b) 试 画 出 w= 常量 的 面 ， v= 常量 的 面 和 xy 面 的 


交 线 的 大 概 形状 ， 

Cc) 对 整个 四 个 象限 来 讲 ， 试 表 示 mo，zm， 的 方向 ， 
指 何 。 

(d) ~，v-，z- 是 右手 系 呢 ? 还 是 左手 系 
呢 ? 


2.1.4 某 二 维系 能 用 正 交 系 41，q: 来 描述 ， 试 证 明 雅 可 比 为 


XY 
(3 do ) = 和 
这 当然 和 (2,10) 是 一 致 的 。 
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2.2 微分 和 关 量 算 符 

讨论 曲线 坐标 的 梯度 ， 散 度 ， 旋 度 的 出 发 点 ， 是 把 梯度 
解释 成 具有 最 大 空间 变化 率 的 大 小 与 方向 的 矢量 (参考 1.6 
节 ) 。 根 据 这 个 解释 ， 沿 着 垂直 于 面 群 ，4; = 常量 的 方 问 的 
Vy(qi，0:，4s) 的 分 量 是 使 9; 和 i493 保持 一 定 ， 改 变 4di 时 的 
变化 率 ， 故 由 


vol = 下 -3 (2.12) 


博 定 @，d;, 是 党 4 增加 方向 的 无 究 小 位 移 的 长 朗 参 考 式 
(2.9))。 为 了 表示 这 个 方向 在 2.1 节 引入 基本 单位 矢量 a .对 
q; 和 和 4s 也 反复 利用 (2.12) 把 它们 作为 矢量 加 起 来 时 ， 则 梯度 
为 


Ow 6 oy 
Vy (qi ,42 ,43 )= a QS, be dss 
dy oy oy 
o_o ,o_o +a 2。 13) 
4 h i964) t2 h,69g; 3 h,0q: ' 


从 第 1 章 所 阐述 的 第 2 定义 〈 式 (1,.91))， 或 从 1,.11 节 的 高 


dss = ha3 dgs 4 


dsi= hi 291 
站 2 一 天 002 


图 2.1 曲线 坐标 的 体积 元 


@ 这 里 用 几 表示 画 数 是 因为 已 经 用 9 表示 方位 角 坐 标 ， 所 以 就 不 用 9 下 
示 画 数 。 
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tp -PE 


斯 定理 都 能 得 到 散 度 算 符 。 令 无 穷 小 体积 元 为 dr = hh,h, x 
Xx dq1d4,dq, 利 用 (1.91〉 则 有 


,dc 


vdt (2.14) 


Vy*V (qd ,9q， ;qs) = lim 


ar 
请 注意 正方 向 的 选择 要 使 得 (qi，4:，4;) 即 〈ci:，az， 
Cs) 组 成 右手 系 。 
由 41 = 常量 确定 的 两 张 面 的 面积 分 为 


{Vikans + a (V hshs dq, | dg,dqs ~ V hashsdq,dg. 
1 . 


0 » 
Ba! ss) U4 dq ,Ugs 


(2.15) 
和 在 1.7 节 与 1.10 节 得 到 的 在 形式 上 严格 一 致 @ ， 加 上 有 关 
其 它 两 组 面 的 同样 结果 ， 得 


(Va ;42 143)°* do 


一 [3 hh,hs) 十 Bo-(V ahah 》 + 0-(Vshih, ) | 44 ida:da， 


(2.16) 
除 以 无 穷 小 体积 〈 式 (2.14)) ， 出 现 
. 2 1 Ta 0 
VV (gq ,qqgs) i Vhs) + (Vaheh) 
3 
+ (Vshih,) | (‘2.17) 


在 《2.17) V, 是 沿 at 方向 使 4; 增加 的 指向 上 VV 的 分 量 , 即 
V = ar ssV., 

让 W=vbh(di,as,q:)， 并 用 (2.13) 和 (2.17) 则 得 
拉 普 拉 斯 的 表达 式 ， 结 果 是 


@@ 因 取 da,、dg;,、dg3~0 的 极限 ， 所 以 2 阶 入 上 高 阶 微 分 项 不 再 出 现 。 
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1 [a shs OY) 


vg,gs .90) = 1 [3 (4 
V vy Qi Gd ,ds 有 3a9， 


(+ 
(2.18a) 


最 后 ， 为 了 求 Y xV 而 应 用 斯 托 克 斯 定理 (1,12 节 )》 ， 

和 散 度 时 -~… 样 取 面 积 为 无 穷 小 的 极限 ， 一 个 分 量 一 个 分 量 来 

处 理 ， 考 虑 曲面 ，4; = 常量 上 的 无 穷 小 面积 元 。 因 
sxWw do=YxY |,h,h,dg.dgqs 

所 以 根据 斯 托 克 斯 定理 ， 有 , 


| 可 
. A 


90。 


(2 .18b) 


dss= 3 dg 
(9 1,43) 


ds2=h2 (dg 2 


图 2,2 曲线 坐标 的 面积 元 

VxV|,hihsdgdqgs = 04 .dM 

这 里 积分 是 在 面 91 = 常 量 上 的 封闭 路 径 的 线 积分 ， 沿 着 图 
2.2 的 封闭 路 径 (1，2，3，4) 有 z 

Pv ia, ;G2 ,43)* dA =V.,.h,dg, 十 [ss 3 


x dgs - | V ,hs + (Yaha)dgs| aa。 


(2.19) 


Vhs + 9 (Vhs )da, | 
oa __ 一 、 一 
-Yaspasdds 
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一 = 一 


-| -9 -9 > 
[了 psy -svs) dasdas C2.20) 


但 在 1 与 2 部 分 由 于 向 正方 向 前 进 , 故 取 了 正 号 ,在 3 与 4 部 
分 由 于 同 负 方 问 前 进 ， 故 取 了 负 号 。 根 据 〈2.19) 有 
wxvh- 让 ooro- 放 or (2 .21) 
循环 改 恋 角 标 的 话 ， 就 能 得 到 Vx 多 的 其 余 两 个 分 量 。 如 在 
ait, a,h, ashs | 
1 3 3 3 


rr -一 一 一 一 一 一 一 一 一 


VV= ~- 
V hh,hsl Od 0944» 64s 
hiV i heV, hsVs 


(2.22) 


会 带 来 许多 方便 ， 

: 到 这 里 终于 把 ，V*，V XxX， 以 及 拉 普 拉 斯 vy: 都 用 曲 
线 坐 标 系 表示 出 来 。 在 已 准备 好 这 些 一 般 公 式 的 基础 之 上 ， 
表 来 进一步 研究 ， “(2.1》 对 于 k? 关 0 也 能 进行 分 离 变数 的 
《会 考 2.5 节 ) 11 种 坐标 系 ， 以 及 三 种 特殊 坐标 系 〈 二 极 坐 
标 ， 圆 环 而 坐标 ， 双 球面 坐标 ) 。 


习 题 


2.2.1 让 沿 着 4 增 加 方向 的 单位 矢量 为 ait， 试 证 明 下 列 答 


式 是 成 立 的 。 
| 1 hh 
(a) Vai= hh,hs, 3d， 


1 On | Oh) 
(b) Vxa, -起 | as 二 | 
2.2.2 试 证 明正 交 基 天 a 能 用 
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1 er 
和 h: dq Ca) 


沼 定 义 。 特 别 是 证 明 从 axai=1 能 推导 出 对 于 和 
《2.6) 一 : 致 的 者 达 式 ， 
上 记 式 (a》 能 用 作 推 导 


Oas Ohy + 本 

0G; hi0q » 

Oa: 

odr a hj04s 
的 出 发 点 。 


2.2.3 试 讨论 通常 的 (不 包含 V ) 内 积 和 外 积 和 在 笛 卡 儿 举 标 
里 一 样 在 曲线 坐标 里 也 可 以 不 用 度 规 因子 就 写 出 来 。 
2.2.4 试 直接 应 用 式 《1 .90) 


_ lm _iYdo 
VW om 


推导 出 


3 ay dy 
VW=ahag, + hg + hdg 


提示 : 计算 面积 分 时 会 出 现 和 K 3 ~——(ah,h,) 那 


样 的 项 ， 习 题 2.2.2 举 出 的 结果 会 有 用 的 。 

2.5 ”特殊 坐标 系 - 一 和 包 卡 儿 直 角 华 标 系 

我 们 强调 过 究 竞 取 什 么 坐标 系 ， 取 类 于 要 解决 的 问题 的 
园 有 约束 或 对 称 性 条 件 。 把 以 后 要 处 理 的 14 个 坐标 系 归纳 成 
一 个 表 ， 把 它们 按 是 否 有 《垂直 于 平行 平面 群 的 》 平 移 轴 ， 
或 者 是 否 有 旋转 对 称 轴 来 进行 分 类 较为 方便 。 

在 表 2.1 里 总 共 写 有 15 个 坐标 系 东 系 
因 有 平移 轴 同 时 还 有 旋转 对 称 轴 ， 所 以 它 是 重复 出 现 的 。 因 
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em i ee mm a ee 


平移 办 旋 转 轴 | 天 对 称 三 
第 卡 儿 (三 个 轴 》 | 


夫 焦 条 圆 体 


辐 柱 嘻 柱 
球 (三 个 轴 ) 
椭 癌 柱 长 球 击 
晨 球 面 
殷 物 柱 序 转 抛 掀 证 
二 极 圆 环 面 
锥 面 
共 焦 抛物 面 


此 ， 实 际 共 有 14 个 坐标 系 ， 
家 中 的 排列 表示 各 种 坐标 系 之 间 的 关系。 考虑 有 平移 
轴 的 系 《〈 左 端的 列 ) 里 二 维 的 面 (z=0〉， 使 它 围绕 镜 象 对 
称 轴 进 行 旋转 时 立刻 产生 写 在 它 右边 ( 当 中 的 列 ) 的 举 标 
“| 系 。 比 如 说 ， 使 本 圆柱 坐标 系 的 《z=0)》 的 面 围绕 长 轴 进 行 
旋转 时 就 产生 长 球面 坐标 ， 围 绕 短 轴 进行 旋转 时 就 产生 扁 球 
面 坐标 系 . 
既 无 平移 轴 也 无 旋转 轴 的 坐标 系 有 三 种 。 值 得 注意 的 是 
在 这 种 非 对 称 的 一 群 里 经 常 认为 共 焦 桶 圆柱 坐标 系 是 最 一 般 
的 举 标 系 ， 而 其 它 坐 标 系 几乎 都 是 由 它 引 出 来 的 
备 目 儿 直 角 符 标 系 ”第 1 章 的 讨论 是 以 这 种 笛 卡 儿 坐 标 
系 为 基础 的 。 这 种 在 所 有 坐标 系 中 是 最 简单 的 系 ， 有 
h,=h,=1 
hs,=h,=1 (2.23)》 
hs,=h,=1 
坐标 面 群 是 三 组 平行 面 群 ，x= 常量 ，y= 常量 ，z= 常量 。 
笛 卡 儿 汶 标 系 唯 一 独特 的 一 点 是 它 的 所 有 的 如 是 常量 。 在 
第 3 间 里 处 理 张 量 时 这 个 性 质 是 缺少 不 得 的 优点 。 另 外 ， 还 
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得 注意 ~… 点 基 舌 al ai，as 即 7z， J, kk 都 具有 固定 的 方 河 。 z 
由 (2.13) ， (2.17) ， 《2,18) ， (2.22) 各 式 能 再 
现 第 1 章 的 结果 


Vi + + (2.24) 


aVs 8V 
多 一 一 -了 二 -一 -一 一 一 一 《2 .25 
Y = OX Oy 02 ) 
32Y» 82P 62 
Vv- x7 Ov? 1 az2 
i 了 k | 
-Ia 0 3 
“V =x dy 6z 
IV, VyV, 


(2.26) 


Vv (2.27) 


2.4 球 坐 标 (r，0，9) 
把 (qi，9qa，dgs) 改写 为 〈r，0，9) 时 ， 球 坐标 系 如 
下 组 成 
。 以 原点 为 中 心 的 同心 球 
r= (x+22+z) ”= 常量 


。 以 Zz 轴 为 中 心 轴 ， 以 原点 为 项 点 的 直 圆 锥 ， 


二 


性 


之 


O=arccos Cx + 7 二 7 - 二 常量 


CO 


。 通 过 z 轴 的 半 平 面 
9 = arctan -> = 常量 


无 项 角 9， 方位 角 9 的 定义 时 有 任意 选择 的 余地 ， 一 般 把 > 
轴 作 为 特殊 选 定 的 轴 来 定义 的 。 相 当 于 〈2.2) 的 变换 式 为 
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X =7sinocos 

?9=rsinsing 《2 .28) 

ZzZ= rcosO 
但 9 是 由 z 轴 的 正方 向 开始 测 、9 是 在 xy 平面 内 由 x 轴 的 
正方 向 开始 测 。 变 数 的 范围 是 0 委 r<<ce，0 委 04 委 T，0 委 9 一 
2T。 出 (2.6) 


《2。29) 


图 2.3 球 坐 标 


必须 强调 指出 re。，69o，po， 随 着 0,9 的 变化 ， 方向 是 变化 
的 。 利 用 方向 是 固定 的 笛 卡 儿 系 的 基 天 来 写 的 而， 
yy =tisin6cos + jsinOsing + 开 cosb 、 


0, =icosgcosm + Jcosgsing ~ ksind 


104 


Po = 一 8YSing + 7COS0 
把 有 组 党 标 系 的 基 矢 al， Qs， as 疏 配 为 no)bo，g9o 时 ,由 2。2 
节 可 得 


Vy = yi0 +6 ,09 4g 1469 《2 .30) 


Ar r a0 r sin 9 dg 

大 -= 1 ~ 二 2 i GV » | 

V V = zng [sin eS Cr2V) 十 (sin OV) tr oo 
《2 .317) 

1 a( + dy 1 9 | 
VevVy=_ 1 2 1 624 
Vv 有 = a sine 56 (sin 3 + 3p: 
《2 .32) 
ro fo，rsingp， 

Vxr=_ 1l 0 .0 -9. (2.33) 


risinGl ar 8380 3 
V. rV, rsinov, 
在 球 坐 标 里 经 常 需要 舌 量 拉 普 拉 斯 VV。 使 用 第 1 痘 
的 笑 量 恒等式 (1.80〉 时 能 很 迅速 地 求 出 它 的 表达 式 ， 为 了 


的 把 它 的 表达 式 列举 如 下 。 


2 (2.201+0 +.c00 6 ,10 
VV l=(-5 st TFT r2Sint gg +t 75365 


1 0 ; ) ( -号 - 229s 
fr sin*9 og: Vr r2 80 r2sing Vs 


~ 2: 0 
+ ( rssin b 39 )v。 

, 2 2 6V, 2cosg 2 Ve 
三 YY- 二。 r: 80 7r2sin Ma rising dp 


(2.34) 


一 -一 一 -一 -一 一 -一 -一 -er ee 


1 2 aV 2cos0 aV 
VY VV VY,- (erty rising 3 


r2sin20 “ 
(2.35) 
] 2 3aY。，2cos66Y 
Ww? =V2 -VV 一 一 一 人 一 一 一 一 5 一 
了 | gy 4 Y ， yr2sin?20  ? 十 r2SjinmnC dp + F “sin2089 
(2 .36) 


作为 Vz 人 的 分 量 的 这 些 表 达 式 尽管 非常 复杂 ,但 有 时 还 是 必 
需 的 。 自然 界 并 不 保证 经 常 是 简单 的 ， 


例题 2.4.1 
如 果 使 用 从 (2.30) 到 (2.33) 的 式 子 时 ， 那 么 在 第 1 


章 经 过 繁琐 的 办 法 得 到 的 若干 结果 ， 立 刻 就 会 明白 。 
由 (2.30》 ， 和 有 


vir) =7o 生 (2.37) 
Vr"=ronr"™! - 
由 《2,31);， 有 
Vorof(r) = 2 fr) + (2.38) 
Veror"= (n+2)r"~! 
由 (2.32) ， 有 
2 df dz 
Vof(r) = r+ dy 《2.39) 
V2r* = Nn 41)r"™? 《2 .40) 
Wxnrofr)=0 (2.41a) 
例题 2,4.2 z 
要 计算 xy 面 内 一 个 圆 电 流 所 建立 的 矢量 势 , 就 必须 研究 
V =VxKVxgo4 (0) (2.41b) 


在 球 坐 标 里 ， 它 有 
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ro rOo rsin Ogp, 
=Vx 1 I .0 -9. 
V = > yzsin QO dr 680 39 
] 0 0 rsinbA,(r,0) 


1 9 1 _j0 _ 9 /rsinpA )] 
xX zamolorsin 0A,) reo, Br (rsing pp / 


(2.41c) 
取 第 2 次 旋 度 
ro ， ros rsinOgpol 
罗马 0 2 
| Ar a0 z oo 
= in 6: 
| 。 _ 1 9 
F i nn GrSindA,) sn6 3 (rsineA, ) 站 
《2 .41d ) 
把 行列 式 展 开 之 
JJL8 13T1 3 
Y = 9 总 5(r4o)+ 六 36 证 [i 35 (sin 04, | 


1 
二 -po|v’4, (r,0) -zirsg ArCr,0) | 


由 V 推导 缔 合 勒 训 特 方程 ， 并 会 知道 人。 四 缔 合 勒 襄 特 
多 项 式 的 级 数 确定 。 


习 题 
2.4.1 试 把 球 坐 标 系 的 苦笑 分解 成 饭 卡 儿 分 量 


ro=isinbcosp + jysinGsing + Rcoso9 
0, =icosOcosgp + jcosgsinp — Rsin9 
po = ~ising+ jcosg 


2.4.2 (a) 从 前 是 结果 把 ru，9。，9%s 的 偏 导数 表示 出 来 。 
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ee Ee rhe re ep re PE ep EPE FPP NH Pd pr pa Ee EE ee . 


(b) 已 知 Y《〈 最 大 空间 变化 率 ” 由 


i 0 1 9 
roar +0o 


ne 一 一 -一 


osin6 9 
确定 。 试 利用 Ca) 的 结果 计算 V.Vy。 这 是 推导 拉 
兽 拉 斯 的 为 一 方法 。 
2.4.3 试 将 馆 卡 儿 系 的 基 失 分 解 为 球 坐 标 分 量 
i= roSintcosm + OcOsOcosq -- osing 
7=rosingsing + 0ocosbsinpo + pocosp 
R= rocos? -Oosing 
2 .4.4 两 个 矢量 的 方向 分 别 由 角 91，91 及 9。，9: 确 定 。 两 
个 矢量 的 夹攻 的 余弦 由 
COSY = CcOSO .cos0, + SinOisinOcos(91 一 9 )， 
2.4.5 欠 量 VV 与 某 球面 相 切 ，V 的 旋 度 沿 着 半径 方向 根据 
这 一 事实 ， 关 于 多 的 球 坐 标 分 量 对 7 的 依赖 关系 能 说 
些 什么 呢 ? 
2.4.6 在 近代 物理 学 中 ,十 分 重视 反 演 性 一 一 随 着 坐标 系 的 
反 演 某 景 是 否 不 变 ， 符 号 是 否 变 。 
(a) 对 于 固定 的 轴 x，》，2z 试 证 明 点 (7,9,9》 的 反 


演 ， 由 
-Pr 
O—»>X~0 
PA+qp 
的 变换 组 成 。 
(b) 试 证 明 r, 与 9。 具 有 奇 字 称 《〈 方 向 相反 )，0。 只 
有 偶 宇 称 。 
2.4,7 从 (1.72) 使 用 笛 卡 儿 坐 标 已 知 
We 了 二 人 


试用 球 坐 标 证 明 这 -- 结 果 。 用 并 和 拓 式 的 语言 来 讲 (3。5 
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和 有 全 二 


节 ) VYr 是 并 矢 因 子 ， 即 单位 并 矢 式 。 
2.4.8 粒子 在 空间 里 运动 时 ， 试 求 其 速度 与 加 速度 的 球 坐 标 
分 量 。 
V+»=? 
vs, =r6 
vs, = rsinOg 
a = Fr0— rsin209? 
a, = rO+ 270— rsincosOo? 
a, = rsind¥ + 22singp + 2rcosbb 
提示 : rf) = ro 《iDr(t) 
= cising(t)cosg(t) + 7sin0(t)sing(t) 
+ ReoOsO(t )Ir(t) 
注意 ， 使 用 拉 格 朗 日 方法 时 ， 能 更 巧妙 地 求 出 这 些 结 
果 。r 上 面 的 点 代表 对 时 间 求 导 数 ， 即 7=dr/dt。 最 
早 使 用 这 个 符号 的 是 牛顿 。 
2.4.9 粒子 m 在 有 心力 作用 下 的 运动 遵从 牛顿 第 二 定律 
m7= rof Cy) 
rxr=c= 常 矢量 。 试 阐明 从 几何 上 进行 解释 时 能 推 
导出 开 普 勤 第 二 定律 。 
2.4.10 试用 球 坐 标 表 示 96/8xX，9/3y，9/94. 
-9_ 一 singcosg-9_ + cosbcosp 六 总 


BX Br 


~ = Sing sing 和 + cos0 sing 


1 3 coOsgp 8 
r 680 rsing 0 


O - 0 ,nl 9 
“2 = COs0 sy ~ sin0 7 a0 
提示 ， 邻 Vzyz 与 Yroop 相 等 。 

2。4。!LI 从 前 题 试 证 明 下 式 
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-i(x-3y 3 ) = -6 
这 蚌 对 应 于 角 动 量 的 7 分量 的 景 子 力学 算 符 。 
2,4.12 根据 用 上 = -i(r x) 定 义 的 量子 力学 负 弘 量 算 符 来 
证 明 下 列 各 式 


， a , QA 
= ot 
(a) Le +iL,= ee 人 36 二 icotb 3 ) 


bY 工 z 一 ?= 一 er 人 (5 — icot 9) 
这 些 可 成 为 升降 算 符 。 
2.4.13 在 球 淮 标 里 试 证 明 艺 x 二 = 记 。 其 中 上 = -ilrxYV) 
是 量子 力学 的 角 动 量 算 符 。 
提示 ， 对 志 考虑 球 坐 标 ， 对 矢量 积 考 虑 笛 卡 儿 分 
其 。 
2.4.14 让 上 = - 订 xy 试 证 明 下 列 恒 等 式 。 
Re rxL 
(a) V=r, 37 -1 7 


Cb) rv -Vv(1+r )=ivxL 


后 面 的 恒等式 对 于 联系 角 动 量 和 勤 襄 特 方程 是 有 用 


2.4.15 试 证 朋 Rn 
i ab | 


(b) 


dz 
1 dyrz: Cryir)) 


dV(r) 2 dy(r) 
(0 or tr dr 
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对 某 问题 用 球 华 标的 描述 和 用 篇 卡 儿 坐 标的 描述 之 间 
机 建立 对 应 的 话 是 特别 方便 的 。 
2,4.16 在 其 日 金 模型 里 假定 热流 的 稳定 方程 
Ve(KVT)y=0 
成 立 . 其 中 x 为 热传导 系数 与 TY 成 正比 .假定 温度 了 
与 r" 成 正比 时 , 试 证 明 热 流 方 程 满足 [= Tolro/r) 。 
2,4.17 某 力 场 〈 在 球 坐 标 ) 由 
Fs= ro ee +00 -sing, r2>P/2 
确定 
(a) 对 x 下 进行 分 析 然 后 判断 势 是 否 存 在 。 
Cb) 试 就 9=z/2 面 上 的 单位 贺 计 算 中 dA， 对 于 力 
是 保守 力 还 是 非 保守 力 ， 这 个 积分 值 有 何 表现 ， 
(ce) 如 果 认 为 所 由 己 = -Vy 来 描述 时 ， 试 求 出 那 
个 力 ， 辕 则 的 话 ， 不 存在 可 以 接受 的 势 ， 试 简单 说 明 


之 。 
2,4.18 (a) 试 证 明 妇 = -polcot9Jr) 是 YxA=re/r: 的 
解 。 
(b》 试 证 明 这 个 球 坐 标的 解 。 和 习题 1.13.5 所 确定 
的 筋 
。 yz XZ 
A=i x Fy J HRT 4 TY 
是 一 致 的 。 须 注意 对 应 于 x。?y=0 对 0=0,， XT 这 个 解 
是 发 散 的 ， 


(c) 最 后 ， 证 明 4= -bypsing/r 是 解 。 须 注意 这 个 
解 〈" 闪 0 时 ) 虽 不 发 获 ， 但 对 让 有 可 能 方位 佣 已 个 下 
是 单 值 的 ， 

2.4。.19 已 知 磁 矢 量 势 由 


II 


HK nxr 
入 = 一 8 一 -全 一 
4 元 r 


确定 ， 斌 由 此 推导 出 侦 极 矩 为 mm 的 磁 偶 极 子 所 产生 
的 磁感应 强度 B / 

答对 于 mm = 大 7 

Ko 21CO08SD uo msing 
=7od4r rs 二 7o47 73 


2.4.20 在 离 驾 射 源 很 远 处 ， 电 偶 极 子 辑 射 的 电磁 场 为 


XA 六 
Cithrmmt) Cir of) 
- 9 B=assin0——————oo 


试 证 有 明 当 取 ag/0s =@/k=c= (soao) 时 ， 则 孝 克 斯 
韦 方程 


E =arsing 


__ .62 -。， 8 
VxXE=-— at 多 VxB=eolo at 


会 被 满足 。 
提示 : 央 了 很 大 ， 故 于 :程度 的 项 可 忽略 不 计 。 
2.5 分离 变 数 
在 向 卡 儿 坐标 里 利用 对 于 拉 普 拉 斯 的 《2,26)〉 则 赫 姆 霍 
兹 方程 红 ,1) 成 为 
8 十 3 2 (2 .42) 
眼前 把 %? 当 作 常量 。 处 理 〈2.42 ) 这 样 偏 微分 方程 最 简单 
的 方法 ， 况 把 它 分 离 成 -系列 的 常 微 分 方程 ， 
今 Wx,y,Z. = K(X (YY)Z(Z) 《2 .43) 
并 代入 2.42; ， 问 题 是 如 何 知 道 (2.43》 是 成 
立 的 ? 回答 很 简单 ， 实 际 上 它 是 否 成 立 是 不 知道 的 。 
在 江 里 采取 的 戏法 是 先 散 做 看 然后 看 是 否 能 顺利 地 
做 下 去 ， 宣 果 这 种 党 试 成 功 的 话 就 涪 明 (2.43) 是 正确 
的 。 如 果 不 成 功 问题 也 有 头绪 了 。 这 时 再 来 试用 其 它 广 
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法 ， 比 如 格林 函数 或 积分 变换 或 强行 数值 分 析 。 假 定 世 由 
2.432 依 定 的 话 ， 则 《2.42》 成 为 
对 d2Y di 
YZ 4 + XY 人 +k? 
Ts 2 + YY. +K2XYZ=0 (2,44) 
两 边 久 :以 Y= 芝 YZ， 进 行 移 项 ， 则 得 
] dX_ ry2_l1dY_ 1 dz 


XX dx: Ydy: ZZ dz 


《2.45) 代表 一 种 分 离 变 数 。 左 边 只 是 x 的 函数 。 一 方面 右 
边 总 依赖 于 ?得 z。 于 是 (2 .45) 是 一 种 伴 雇 。x 的 函数 等 于 
ee 
加 基 意 叶 效 ， 作 为 独立 变数 x 的 动作 不 左右 于 》 或 2。 

两 边 等 于 基 器 量 《 分 高 芋 数 ， 米 解决 这 人 


i L* (2.46) 


(2 .45) 


-1 C2.47) 


现在 把 注意 力 转 癌 (2.47) 
dy ,,,,, 1 dz 
Yo “+I- TE 
于 是 可 能 再 来 一 次 分 离 变 数 。 即 这 里 是 把 ?的 函数 和 z 的 函 
数 进 行 等 图， 上 出现 和 前面 相同 的 件 请 。 有 前 面 一 样 的 做 法 ， 
让 林寺 再 等 于 一 个 分 离 变 数 -5 呈 : 使 得 伴 次 得 到 解决 。 


(2,48) 


1 dy ， 2 
= (2 .49) 

d’ = EE 和 
-> 27 = ~ +m = -1n? (2,50a) 


@ 符 号 的 远 择 完全 是 主任 疙 的 。 在 各 种 问题 里 按 着 能 满足 各 边界 条 件 的 要求 
来 决定 。 
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这 里 为 了 获得 对 称 的 方程 组 ， 通 过 K: = 妇 +H2 TH 引入 新 的 
常数 1 .现在 得 到 三 个 常 微 分 方程 以 代替 原 有 方程 〈2。42)。 
假定 (2.43) 是 成 功 的 ， 从 而 达到 了 预期 的 目的 。 

解 可 由 和 园 定 常数 1!，m，n 来 进行 分 类 。 即 

PimnCX, Y, 2) = Ki XY YZa Zz) (2.50b) 
在 与 求解 问题 的 条 件 以 及 KR?* =B+ m+n 的 条 件 不 发 生 了 矛 
盾 的 范围 内 !，m，n 可 任意 选择 。Xi(x) 是 (2.46〉 的 解 ， 
另外 了 ，2Z 也 这 样 的 话 则 (2.50a) 仍 是 (2,1) 的 解 。 解 
Pimn 的 线性 组 合 取 

到 = 2 ， Qimn Pimsn | 《2 .50c) 


能 得 到 (2.1，〉 的 最 普遍 的 解 。 常 系数 an。 最终 要 选 得 使 
ww 满足 间 题 的 边界 条 件 ， 
怎样 做 才 是 可 能 的 呢 ? 写成 (2.25b) 为 什 么 是 对 的 ? 
理由 就 在 于 VY” +k* 是 线性 算 符 《微分 ) 。 线 人 性 算 符 乞 定义 
为 有 下 列 两 种 性 质 的 算 符 即 a 为 常量 
(ay)=ay 
以 及 
Wt) = EY + LEY, 
把 这 些 性 质 归 纳 起 来 可 以 说 ， 线 性 方程 的 解 的 任意 线性 组 合 
仍 是 解 。 由 它 的 具体 形式 可 看 出 V: +k* 具有 上 述 两 个 人 性质 
(因而 是 线性 算 符 》 。 那 时 直 技 应 用 这 种 定义 的 两 个 性 质 能 
推导 出 (2.50b)@， 
有 织 注意 进一步 的 推 )，。 现在 介绍 的 分 离 变 数 的 手续 在 
ke* =f(x)+B8C YY) +h 2) +? (2.50d) 
的 情况 仍 照样 人 溪 进行， 但 k“ 为 新 的 常量 。 


咎 在 量子 力学 里 ,物理 量 能 用 无 穷 维 的 复 希 尔 柏 特 空 闻 的 线性 算 符 求 表示 ， 
所 以 线性 算 符 桂 别 重要 。 
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在 这 种 情况 下 只 不 过 是 代替 《2.46》 会 出现 
人 +f(X)=— (2.50e) 

作为 解 的 XxX，Y,2Z 虽 和 以 前 k? = 常量 的 情况 有 所 不 同 ,但 分 离 
偏 微分 方程 ， 取 其 解 前 线性 组 合 的 技巧 仍 完 全 一 样 ， 读 者 也 
许 党 得 有 些 诺 异 ， 目 前 究竟 在 散 仁 么 ， 这 里 不 过 是 为 了 说 明 
这 种 坐标 系 的 实用 程度 介绍 了 偏 微分 方程 分 离 变数 的 技巧 ， 
随 之 会 面临 常 微分 方程 的 解法 ， 

再 回 到 k2 是 常量 的 情形 ,试行 利用 球 坐 标 来 进行 分 离 。 
使 用 (2.32) ， 能 得 到 


pinals In 人)+ 的 (sn 0 的 )+sho a7 | 


= —k?y 《2 .5STy》 
轼 用 
Vr,0,9) = ROr)O(0)D( 9p) (‘2.52» 
把 它 代入 (2.51》 再 除 以 ReBP， 得 
1 dd dR 1 d dQ 1 dq 
i TH )+ ring WO)+ rg go 
一 一 天” (2.53) 


请 注意 这 里 出 现 的 微分 都 不 是 偏 微分 而 是 津 微分。 两 边 
起 以 rzsin20 时 能 够 分 离 (1/®)(d?@/dgy:) 的 项， 得 


1 di®  ， | - 2 1 人 > dR 
® 5 Sinbl 一 K r2R dr dr 
1 d 号 ( 95)| 
risin GO dqd6 sin (有 (2.54) 


(2.54) } 将 只 是 的 函数 和 只 是 r.0 的 函数 进行 等 置 的 ，。 
央 ” 2，9% 是 独立 变数 ， 所 以 可 让 两 边 分 别 等 于 常 量 。 在 这 


了 J5 


里 动 了 一 下 医 筋 使 以 后 的 分 析 就 轻松 了 许多 。 在 物理 学 问 是 
里 ， 大 多 效 展 形 o 作为 方位 鱼 而 出 更 。 根 据 这 -事实 豆 吕 浊 
象 9 也 许 是 周 切 从 而 不 明 指 数 画 数 。 把 这 个 事实 放 在 心头 。 
把 -了 9 作为 分 这 变数 来 使 用 。 当 然 常 量 完全 是 可 以 任意 到 
的 。 可 是 这 样 做 ， 事情 变 得 容易 得 多 ， 


1 dp 


证 2 一 m? (2.55) 
1 (pz ! < 人 6) 一 a sp= Kk? 
RR It Fisij 9 Hog) risin 
(2.,56) 
(2.56) 深 以 r* 并 整理 各 项 ， 可 得 

1 a ‘a RN | arg 了 人 ( 人 人 

训 再 ( 3) rh nn WH 0) sin 
(2.57) 


再 一 次 分 离 变 数 。 证 两 边 分 别 等 于 常量 Q， 结 果 得 


in 05 ) - _m Bt+oe-0 (2 .58) 


Sir f G9- nig sin 下 
1 了 和 oR 名 = 9 cn 
二 (i 全 Se) + Kk2R 0 (2.50) 


这 里 又 -次 把 = . 变 妆 的 侧 微 分 方程 折 成 了 三 三 个 常 微分 方 
程 。 这 些 常 微分 方程 的 解 ， 表 明 (2.58) 是 缔 合 勒 囊 特 方 
程 。 于 是 8 是 1 (It1) ,1 是 整数 ， 

现在 把 最 -项 的 解 可 写成 


bonfr，0，0)= 2 Ror)9on(0) 矶 (0) (2.60a) 


和 


还 有 无 红 限 定 k? 是 常量 的 麻烦 情况 。 则 分 离 变 数 手续 如 


hn(g)+k’? (2.60b) 


1 了 
= (r+ T7800) + iinid 
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那样 对 所 党 庐 的 仍 是 可 能 的 。 以 封闭 形式 能 得 到 解 的 藤 
运 讶 方程 的 最 入 变 的 例子 之 -…。 是 在 氧 原子 问题 里 k?= 
fr) 、 对 所 原子 米 讲 (2.59) 成 为 缔 合 拉 盖 尔 方 程 。4.2 节 
还 有 要 记 论 。 下 面 回 到 研究 各 个 坐标 系 ， 


习题 


2.5 1 通过 把 算 答 作用 了 于 -一般 形式 a VCx， y, 2) +a,$,(x, 
>，z) 证 轨 安 及 线 上 的。 如 《V +R2 (a +a,.Y,) 
= V2?+k?W tas(V?+k?)VY, 是 成 立 的 。 

2.5.2 试 证 曲 

Vyr, 0, p+{k? + Cr) + i800) 


1 

r2sin?2e 
(在 球 坐 标 ) 分离 变数 竖 可 能 的 。 函 数 j。8g8。h 分 别 
民 迁 表示 所 的 变数 的 函数 ，k” 为 常量 

2.5.3 一 个 微观 粒子 〈 最 子 力学 的 ) ， 在 楼 长 为 4。，b, 5 的 
矩形 的 条 中 。 粒 子 由 满足 其 定 刘波 动 方程 

2 

TV b= Ey 

盘 泣 毅 数 生来 描述 。， 求 波 通 数 在 箱 的 壁面 上 为 0 

《但 在 箱 内 不 恒 等 和 0) ， 上 由 于 这 一 条 件 的 缘故 要 对 

分 离 变 数 相 至 能 量 握 典 以 限制 。 能 得 这 种 解 的 己 的 最 

小 值 如 和 何 1 


+ hw |br, 6, Pp)=0 


| zx252 /1 1 TY 
党 B= am | 二 + 二 + 丰 


2.6 Et (pp, 2) 
由 图 2,.4， 得 变 抵 大 系 
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\ 


x = DCOSq 
y= psing 《2.61) 
ZZ 二 Zz 
对 于 离开 z 轴 的 牌 直 距离 使 用 2 ， 重 漫 -一 下 所 谓 ” 这 个 字母 
是 用 来 表示 离开 原点 的 距离 ， 根 据 上 述 关 系 ， 考 虑 某 微小 线 
元 ， 则 度 规 因子 为 
hn， =h,=1 
h, =h,=p (2.62) 
hs =h,=]1 
图 2.4 所 示 的 坐标 面 如 下 组 成 
1。 具 有 以 z 轴 为 共通 轴 的 直 圆 简 
p=(X? + ) = 常量 
2。 通过 2z 轴 的 半 平 面 
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p= tan™ !( -二 了 - 常量 


3。 和 向 卡 上 几 系 ~- 样 平行 子 x? 面 的 平面 
zx= 常 最 
0，9，zZz 的 范围 是 
0 委 0 刀 ceo，0 委 9% 委 27， - KZ 
(2.17) ， (2.18) ， (2,22) 各 式 


由 (2.13) ， 
oy 1 ‘oy oy» 
Vv ,四 ,Z)=D -十 ， 
VCPp,p,z)=Dn Ey pol Br + RS- (2.63) 
1 9 1 aV»。, ov 
V.V= .0 Oz z 
Dp 55 ( 站 dp 32 (2.,.64) 
19/,99 1 Bp ， 624 
Vy= 十 一. 
4 36( 虽 三 8 ‘2.65) 
po ppo RR 
1| 6 6 9 
Vx VY 二 
P| 06 62 (2.66) 
V, pv, V, 


最 后 ， 为 了 解决 圆 形 波导 管 或 圆 篇 形 空 乃 谐 振 器 问题 用 圆柱 
坐标 分 解 和 失 量 拉 营 拉 斯 YI?V 时 
Vv°V|, =ViV, -二 7 一半 Og 
p p® 09 


VV VV -总 7 总 5 (2.67) 


ViV|1,=Y’V, 
2 分 晤 所 以 具有 非常 简单 的 形式 的 根本 原因 是 2 轴 是 第 卡 多 


轴 ， 即 
VY (poVY +9oyy +ARvr:)=V2CDV7 + PoV,)+ kVvV, 
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mm pe we 一 -一 一 -一 一 一 -一 
op 
pr Peper tn 


= PfV,, Veo)D+moBV,, Vey 十 
十 下 YV2Y 。 
算 符 V 作用 于 基 矢 pv， po 人 7 在 Po Po 面 内 。 这 个 人 狂 质 在 这 
种 简 型 坐标 系 里 仍 是 成 立 的 。 
例题 2.6.1 咒 简 形 谐 振 腑 
考虑 具 在 理想 导体 壁 的 圆 简 形 空 腔 《半径 为 Ga》。 电 磁 
波 在 这 种 空 腔 中 振动 。 现在 假定 电磁 场 按 e-”' 随 时 间 变 化 
时 ， 则 麦克 斯 韦 方 程 为 


VxVxA=w?e0hokE (参考 例题 1.9.21 (2.68) 
因 8 到 =0“《〈 真 空中 ， 无 电荷 》， 故 有 
ViE+a:E=90 


其 中 了 ?为 拉 普 拉 斯 2? =0oO2eok， 在 圆柱 尝 标 里 ，Ez 被 分 
离 并 满足 标量 赫 姆 霍 兹 方程 

VE,+a:B,=0 (2 .69》 

遵从 边界 条 件 E:pO=a)=0。 
利用 (2.65》 ， 《2.69》 时 ， 有 

1 af.dE;, 1 062E, -oaE, E, 

dp a ) + 85 27 

这 里 试用 Ec.(p,p,2) =P(P) 罗 (9)2Z(z) 时 ， 得 

1 3 (0 < 1 dp 1 d’Z 


2 十 Ce 一 1 人 《2 .70) 


toa2=0 《2 .71) 


Bro dp Dp dg: ZZ dz 
利用 分 离 变 数 - jz 把 对 2 的 依赖 性 分 离 出 来 ， 
1d2__p: 
2 GZ 


在 目前 的 空 腔 问题 里 sinkz 和 cosKz 是 《 选 得 在 空 逐 端 部 运 
合 边 界 条 件 )》 适当 的 铸 。 对 波导 管 《 行 波 》 米 讲 也 评 指 数 足 
数 更 为 合适 。 
使 用 Y? =a2 -~K 天边 张 以 Pp? 则 对 9 的 依赖 性 被 分 离 出 
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米 。 设 


1 di® 
oD dp? 一 ny 
风 解 为 更 cp)=et+to7，sinmp，cosH。 于 是 番 下 的 对 Pp 的 
依赖 性 巍 
d /’ dP: 
PastP dp + YP -mp0 (2.72) 


这 是 册 塞 尔 方 程 。 这 个 例题 与 员 塞 尔 函 数 有 关 。 


2.6.1 试 将 圆柱 党 标 系 的 基 矢 分 解 为 笛 卡 儿 分 量 
po = fcosyp + JSing 
Po= ~ fsing + 了 Cos 
,= 起 
2.6.2 试 将 笛 卡 儿 尝 标 系 的 基 矢 分 解 为 圆柱 坐标 分 量 。 
〖 = pc0S — Posing 
= PsSsing + pocosg 


k= ko 
2.6.3 粒子 在 空间 里 运动 着 ， 试 求 出 速度 和 加 速度 的 圆柱 化 
标 分 量 ， 
VvV,=p a,=P -pp 
Vv, = 019 a, =pp+ 2609 
Ya=Z Qs 二 姜 


提示 ; r(1)= po(t)p(t) + kz(t) 
= LICOSO(t) + FSing 1) p(t) + R(t) 
注意 ，6 = ap/dt，8 = dzpydt? 等 等 ， 
2.6,4 试 证 明 责 坟 乱 兹 力 各 
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V2bp+K2=0 
即使 把 :推广 到 Kk?+f(p)+(1/p? J8(8)+hlz》 的 形 
武 仍 能 用 圆柱 坐标 进行 分 离 变 数 
2.6.5 当 名 = (pp 时， 试用 圆柱 坐标 侯 拉 普 拉 斯 方程 V 
= 人 0, 


答 =kln- 
po 


2.6.6 某 人 矢量 函数 在 直 贺 柱 坐 标 系 里 由 
Vp, Pp)= poV (Pp, P)+ PV (DO，9) 
确定 。 试 证 明 VxV 只 有 ?分 量 。 须 注意 ， 对 二 包含 
在 面 : 94s = 常量 内 的 任意 矢量 ， 只 要 乘积 PiYi 和 
h.V, 都 不 依赖 于 as， 这 个 结果 就 是 对 的 。 
2.6.7 沿 z 轴 放置 的 流 有 电流 工 的 金属 线 。 结 果 产 生 的 磁 天 


量 势 由 
ul 1 
(7 
确定 。 试 证 明 磁 感应 强度 B 由 
ui 
B= 9 75p 


确定 。 
2。6。8 某 力 用 


。 了 % 
FPF- -i y + xrry 


描述 

(a) 试用 圆柱 坐标 表示 FF， 

对 于 下 面 的 (b》，。 (ec) 也 用 圆柱 坐标 

(b》 试 计算 的 旋 度 

(c) 在 单位 圆 上 逆 时 针 旋 转 -- 周 时 ， 计 算 瑟 所 作 的 
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功 。 

(d) 如 何 把 (pb) 的 结果 和 (c) 的 结果 进行 统一 的 

解释 。 

2,.6,.9 同 轴 波 导管 内 的 横 【模式 》 电 磁 波 〈TEM) 具有 电 
场 上 =E(Pp，qg)e"**-* 位 感应 强度 B= BCD，9) 
ce ， 汉 波 是 横 波 所 以 EE 也 好 B 也 好 都 没有 2 分 
量 。 两 方面 的 场 都 满足 矢 曲 拉 普 拉 斯 方程 

VE(p, mp)=0 
VB(p, 9)=0 
(a》 试 证 明 EE=poBo(a/p)e'**-°D 和 B= 9.Bo(a/p) 
2 是 解 。 其 中 a 是 内 侧 的 导体 的 半径 。 
(b) 假定 波导 管内 是 真空 的 。 让 
BoEo=k/@0=u,e(W/k)= 1/c 
和 时， 试 证 滔 能 满足 麦克 斯 韦 方程 . 
2,6.10 在 磁 流 体力 学 收缩 将 应 (Pinch efjfect) 的 计算 当中 
必须 估算 (BV)B， 当 人 磁感应 强度 B 为 B= poB。(0P) 
时 ， 斌 证明 
CCB.V)B= -poB,/r 
2.6.11 (a) 试 说 明 从 圆柱 坐标 的 VY* 让 2= 常量 就 能 得 到 平 
面 极 坐标 的 Y“。 
《b) 在 球 坐 标 里 取 VY- , 试 说 明 即 使 把 2 限制 于 /2 也 
不 能 得 到 VY “在 平面 极 坐 标的 形式 . 
2 2 
B67 + 0 Bp + Pr By 
2.7 ”椭圆 柱 坐 标 (uw，vV，z) 
把 可 能 分 离 变 数 的 坐标 系 进 行 分 类 的 .一 个 方法 是 从 共 焦 
椭圆 往 系 (2。15 节 ; 出 发 ， 作 为 它 的 特殊 简约 的 情形 来 推导 


注意 ; Vcp, Pp)= 
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出 其 它 各 系 . 这 个 做 法 的 详细 情况 请 参考 Morse，Feshbach， 
数学 物理 方法 ， 第 5 音 。 这 里 ， 为 了 较 之 推导 更 强调 应 用 ， 
按 对 称 性 的 顺序 把 具有 平移 轴 的 坐标 系 逐 次 进行 研究 。 具 有 
平移 轴 的 坐标 系 在 本 质 上 都 是 二 维 的 ， 在 它 上 面 再 加 上 第 三 
维 (z 铀 )。 


图 2,5 梢 圆柱 坐标 


向 枯 圆 柱 坐 标的 变换 式 是 
x= acosh zcoswv 
y= asinh usinv 
Z=2 (2.73) 
坐标 而 群 如 下 
1。 梯 癌 柱 # = 常量 ，0<U<<oo 
2。 冯 曲 柱 Y= 常量，0 志 V275 
3， 平行 于 x2 面 的 平面 ，z= 常 量 。 - co 之 Z 之 co 反 过 来 
求解 (2.73〉 时 就 会 明白 这 一 事实 。 首 先 把 两 边 平方 
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X2 =acoshiucos:yV (2.74) 
?2 =a?sinh?usin*~yv - 《2.75) 
出 此 ， 得 
x yy 
cos 让 人 二 azsinhin ~ 1 (2.76) 
x: yy 
aicos2y alsin?2Vv =1 (2.77) 
令 为 常量 了 时。 (2.76) 代表 以 x 轴 为 长 轴 的 精 贺 ， 让 v 为 
常量 时 ， 《2,77) 给 出 在 x 轴 有 焦点 的 双 有 曲线 。 
度 规 世 子 为 
h, =js=CCSinh28+Sin2vV 7 7 
h, =h, =a(sinh’u + Sin2vV) (2 78) 
hs 一 六 一 
在 第 6 竟 里 考察 保 角 映射 时 。 作 为 二 维系 再 一 次 来 讨论 这 个 
坐标 系 。 z 


习 是 


2.7.1 让 coshu =9l，cosv=qg*，2=9dqs。、 试 求 度 规 因子 
je， po。 


17 

qi— qi 

hn, =al—4 
2 | 1-4a; ) 


2,.7.2 试 证 明 替 姆 霍 效 方程 在 圆 福 坐标 里 能 分 离 成 如 下 常 微 
方程 组， 
《a) 对 ?依赖 性 来 沂 ， 一 维 振子 方 午 
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(b) 马 休 方程 
d2g 
-av 
《c) 变形 马 体 方程 
d2 
du?’ 
2,8 抛物 柱 坐 标 《2，7， 2) : 
—é! + EI 
—é€2 ta | 


+ (b—24c0s2Vv)8=0 


-(b-— 2gsinh2u)f =0。 


一 上 3 


pa wa 


72 | 22 
| hh 1 
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变换 式 
xX = Es 
y= (12 一 e2》 《2 .79》 
入 三 这 
作出 两 组 相互 正 交 的 抛物 柱 ( 图 2.6)。 按 &,7 来 解 时 得 下 列 
坐标 面 
. 据 物 柱 6 = 常量 » 一 co<E<<co 
2。 气 物 柱 ?= 常量 ，0 委 1<co 
3。 平 行 于 x9? 面 的 平面 ，?= 常量 ， - ce 所 2<<co 
由 〈2.6) 则 度 规 因子 为 
hi=h,= (6 + HN) 
h,.=h = (6 + (2.,80) 
hs =h,=1 
2.9 二 极 坐 标 (6，71，2) 
这 是 别开生面 的 坐标 系 。 这 个 系 并 不 是 共 焦 椭圆 体 坐 标 
的 简约 情形 。 在 这 个 系 里 ， 即 使 k?* = 0 的 情形 完全 分 离 也 是 
不 可 能 的 。 (参考 习题 2.9.2)。 尽 管 是 这 种 异乎 导 常 的 坐标 
系 也 能 找到 适合 于 某 种 问题 的 例子 ， 下 面 就 会 看 到 。 
变换 起 为 


as-n nn C2.818) 


~ coshn ~ cosé 
asine 
?= coshn cose (2.81b) 


=2 


用 (2,81b》 去 除 (2.81a) 。 可 得 
@ 有 使 改变 的 符号 ， 擅 物 柱 = 常量 也 保持 不 变 。 为 了 玫 示 % 的 负 值 必 
须 把 & 《或 全 ) 推广 到 负 的 范围 。 


了 27 


x sinhy) 


yy sine (2 .82) 
使 用 (2.82) 从 (2.81a) 消去 时 
(X 一 ccoth? 2 + y?=a?csch?n 《2 .83) 
使 用 (2.82) 从 〈2.8lib) 消去 44 时， 则 有 
XxX? +(y 一 acotE)2=6G2csc2E。 《2 .84) 
由 《2.83) ， (2.84) 可 知 坐 标 面 如 下 . 
1。 在 ?= acotE 具 有 中 心 的 圆柱 
5 三 常量，0 寺 E27， 
2。 在 X=acothn 具 有 中 心 的 圆柱 
17= 常量， 于 < co 
3。 平 行 于 xy 面 的 平面 
z= 第 量 ， - co 拓 2<co。 
?1~> co 时 coth?->1， cschI=0。 (2.83) 有 解 x%=9， ?=0。 同 
理 1-> -~ ce 时 解 为 = ~ y= 3， 圆 收缩 到 一 点 ， 而 圆柱 由 
收缩 成 一 根 直线 ， 能 用 〈2.84》 来 表示 (xy 面 上 ) 的 圆 的 组 合 
都 通过 这 一 点 。 只 要 注意 到 对 的 任意 值 米 讲 X= 土 a，y=0 
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是 (2.48) 的 解 就 会 明白 这 - 事实 。 
对 于 二 极 系 度 规 闷 子 为 


n= OC 
: $s coshyp— cosE 


如 
~ coshn 一 COSE 


‘2,85) 


hs=h;=! 
为 了 看 到 二 极 系 如 何 起 作用 ， 首 先 取 从 点 《4，0) 与 
《一 0 0) 指 风 (x，y) 的 矢量 ， 令 其 长 度 为 p,，p:， 它们 
利 x 轴 的 正 癌 的 炎 角 为 ，6:， 从 图 2.,8 有 


Pi=(X-QG)2 二 32 


Di=(X+Q)2+Yy? 《2.86)》 
及 
tang | = 
tan0, = 一 过 《2.87) 
XxX+a 。 
现在 宗 义 @ 
Nis = ln 人， (2.88a) 
1 
El1: =0, — 0, 《2.88b) 


利用 {2.87) 则 tan&1。 有 


_ tang: ~ tang, 
tané1, = 1 + tand tand, (2 .89 ) 


_ Y/(x -a)~ YI/(xX+a) 
1+y2/(x—a)(x+a) 


人 队 (2.89) 立即 可 得 到 (2,84) 。 于 是 知道 了 8 在 这 里 和 


合集 写 ln 也 用 来 表示 108e 
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_Eiase=6i-6: 是 一 回 事 。 按 ps/p, 来 解 〈2.88a) ， 把 它 表 示 
成 (2.86) 时 ， 可 得 


oa 0 _ (x+a)?+y? 


> Taiy? (2.90) 


两 边 匀 以 e”…2 ,再 使 用 双 了 由 线 函数 的 定义 时 就 会 得 到 (2.83 )， 
结果 表明 7 和 ?= InCps/P,) 是 一 样 的 。 下 面 的 例题 就 
利于 了 上 述 对 5 和 71 的 看 法 . 
例题 2.9.1 
无 穷 长 直 导 线 上 沿 z 轴 的 负 方 向 流 有 电流 I， 其 中 利用 


水 


图 2.9 反 平 行 电流 


414= -人 1 (2.91) 


试 求 出 磁 人 矢量 势 A 与 区 娩 应 强度 B. 
由 (2.91》 可 知人 4 只有? 分量 对 各 导线 从 0 到 P 积 
分 之 ， 取 P->oo 的 极限 时 ， 则 可 得 


1 ” dz ” dz 
he bolim(af 2 ) 
性 元 lim( opi+ ?2 oi/ Pp!+22 (2 .92) 


A, = bolim2| in(z+ WPI+ 2 Tz ) 一 ln (z+ vB ) | - 
4X io | 
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pr 
= Lo= (lim 2 In VP te 21n.22 ) 《2.93) 


4 \P~om P+wPhpit+P?’ pi 
这 结果 归结 为 
1,_p wd 
人 = 二 一 Hor ] 轨 .二 2 一 一 一 0-. 
9x pi 2XA7 (2.94) 


到 目前 为 止 还 没有 必要 考 霸 二 极 坐 标 。 再 来 根据 B=V xA4 
来 计算 磁感应 强度 。 根 据 (2.22) ， (2.85) 有 

hséo h ,lo Rk 

3 8 3 
B= 0 | 35 Bn 2 


— Kol 
0 0 ox 


_ (cos hn -cos £) wol | 
Eo (2.95) 
磁场 只 有 5 分 量 。 请 读者 一 定 要 用 另外 的 坐标 系 来 计算 一 
下 2B. | 
在 2.13 节 ，2.14 节 为 了 推导 圆 环 面 坐 标 ， 双 球面 坐标 再 
一 次 用 到 二 极 坐 标 。 


习 题 


2.9,1 两 个 平行 圆 简 分 别 指定 其 半径 及 中 心间 距离 时 ，? 
(第 1 圆 ) ，?7a (第 2 圆 ) ，a 是 唯一 确 定 的 ， 在 这 个 
意义 下 ， 试 证 明 已 决定 了 特定 的 二 极 坐 标 系 。 
2.9.2 (a) 试 证 戎 拉 普 拉 斯 方程 V2 (8&，%，?2)=0 在 二 极 
坐标 里 不 可 能 进行 完全 的 分 离 变数 ， 
《b) 如 果 要 求 4= 央 5，7) 时 ， 即 把 话题 限制 在 二 维 
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2.2.3 


2.9.4 


2.9.5 
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系 时 ， 试 证 明 完全 的 分 离 是 可 能 的 . 
半径 分 别 为 5、c 无 穷 长 导体 圆柱 轴 间 距离 相隔 为 dy 
平行 放置 时 ， 试 求 单位 长 度 的 电容 量 


作为 前 ~ 题 的 航 限 ， 试 求 圆柱 导体 在 单位 长 度 上 上 和平 
行 于 该 贺 柱 办 的 无 穷 平面 导体 之 间 的 电容 量 

2 了 邢 

2 

平行 线 波 导管 〈 传 输 线 》 是 由 用 9= 土 人 表示 的 两 根 
无 穷 长 圆柱 导体 组 成 . 

(a) 试 证 卫 


中 心间 距离 
7 = CoSn | 画 夺 学 各 | 


(b) 由 例题 2,9.1 与 习题 2,9.3 可 以 希望 电场 ,磁场 分 
别 为 


1 
1ka—wiy 
[A ~ Non Ere 


Hs -~&o HH Ei(k2~at) 


的 形式 的 模 电 磁 波 (TEM)》 模式 。 
试 证 明 Be=Yo1:， 但 2V ,是 圆柱 间 的 最 大 电位 差 ， 
《c) 让 互 。 =(sohsi Eco， 试 证 明 能 满足 麦 克 斯 韦 
方程 ， 
(d》 通 过 将 坡 印 坡 人 矢量 的 时 间 下 均 


A = x 于”) 


进行 积分 ， 坛 求 出 治 才 传输 线 传播 能 量 的 功率 。 
答 功率 =2zCeoAo DCV3A )》 


2.10 长 球面 坐标 〈&,v,9) 
作为 二 维系 ， 试 从 2.7 节 的 椭圆 坐标 出 发 。 使 它 玮 绕 长 
办 或 短 轴 进行 旋转 ， 作为 方位 和 角 引 入 m9 时 (图 2.10)》 ， 能 得 
到 三 维 举 标 系 。 首 和 完 轩 绕 长 轴 可 得 到 长 球面 坐标 ， 它 具有 如 
下 华 标 硬 [. 
1。 长 球 而 
1 = 常量 ，。，0 之 WU 之 o0， 
2。2 中 旋转 双 曲 面 v= 常 量 ，9<v<my 
3。 通 过 :办 的 尝 平 面 
三 和 角 晨 ，0 委 9 和 安 27 
xX=asinhisinveosg, 
v= asinhusinvsing, (2.96) 
2 =acoshucosv 
这 里 ， 话 注意 把 原来 笛 卡 儿 坐 标 轴 进 行 交 换 的 目的 昆 为 
了 使 得 z 轴 成 为 旋转 对 称 的 轴 。 这 个 系 的 度 规 因子 为 
hi=h,=a(sinh?u + sin?y) 
=a(cosh2w — cos2v)'? (2.97) 
h, = hy=a(sinhu + sin2v)” 
hs =A =asinhusinv 
在 物理 学 里 长 球面 坐标 ， 由 于 处 理 二 中 心 问题 时 特别 有 
用 。 而 而 是 十 分 重要 的 系 。 两 个 中 心 相 当 于 旋转 椭圆 体 ， 广 
转 双 曲 体 的 两 个 焦点 (0，0，c) ， (0，0， -0a) .如 图 
2.11 记 示 ， 现 在 令 从 左 焦 点 到 总 (2，X) 的 距离 为 r/， 从 右 
焦点 的 距离 为 r: 时 ， 于 是 固定 ww 时 ， 则 有 
ri 十 ra 三 一 年 
通过 《2.93) 点 (z，x) 可 用 与 v 来 表示 。 现 在 方位 还 不 
成 问题 ， 根 据 克 加 及 双 井 线 的 性 质 会 知道 
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图 2.10 长 球面 坐标 (上 ) 截 耐 
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图 2.1L1 


ri+rs = 常量 (uw 固定 》 

ri 一 7 三 常量 《Y 国定 )》 《2 .98) 
利用 

ri=[(a+2)?+ XJ 

rs = (a—2)2 + XI’ (2.99) 
和 (2.96) 可 知 


ri =a(coshu + cosv) 


y#。 =a(coshu — cosv) 《2.100) 
或 = 
oa - = coshu, 
1 元 = coOSY (2.101) 


这 一 事实 表明 刀 是 离开 二 中 心 的 距离 之 和 的 函数 ， 为 一 方面 
vy 是 离开 二 中 心 的 距离 之 差 的 函数 ， 
为 了 便于 应 用 这 个 坐标 系 进行 如 下 的 变数 变换 
Ei=coshu, 1<é1< 
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£2 = COSV， ~ T<E. < 委 1 《2 .102) 
Es 二 FF OSCEs 2T 
特别 要 注意 
hs, = soshu A 《2.103) 
使 用 新 变数 的 话 度 现 因 子 也 跟着 不 同 。 
例题 2.10.1 
氛 分 子 离子 是 由 两 个 质子 和 一 个 电子 所 组 成 的 系统 。 令 
着 了 售后。 对 下 这 个 系统 的 芯 定 品 况 劫 方程 


-2 7 一 ’ 
2 二 7 4 + y= Ey (2.104) 


变数 1,、r; 由 图 2.11 来 定义 ， 另 外 ri* 是 质子 之 间 的 距离 ， 
在 图 里 正好 是 2a。 目 前 面临 的 问题 是 分 离 (2.104) 的 全 
数 。 

采用 长 球面 坐标 5&1 、&, 、E&;， 首先 必须 做 的 是 计算 度 规 
因子 ， 由 (2.36) ， (2.102) ， 可 得 


172 172 
he = 全 二， (0 (2.105) 
(ET 一 1 (一 号 ) 
利用 这 些 度 规 因子 和 〈2.18a) 可 求 得 
工 
as 


V2y = 1 ;1) 99 
Y (Ei ES Es-1 ) 3E. ?| 
1 9 [01- E081, 1 dy 
TE a) dE, el (HI Ey da 
(2.106》 
由 (2.100) 得 
2? GE? 2* 2 05, i 


将 (2.106) 、 (2.107) 分 别 代 入 (2,104) ， 使 用 通常 的 
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《2.108) 


标准 手续 
BE, ,Ea)=1 (Ef (£8,)fs (Es ) 
立即 能 把 对 方位 角 (5&;》 的 依 训 性 分 离 出 来 。 可 得 
让 * ; 1 1 d 2 df, 
| 1 
2AMa” \ (Ei1— 6;) fi jel 8 5 
1 1 d __ £2 adi, 1 2e2% EU _ 五 / 
十 - (Ei— Ey 二-[( 2 dE, | a (EY £4) 
四 1 1 ds 
2Ma? (和 1)(1 一 所) fd 
(2.109) 


量 。 如 在 2.5 节 ，2.6 节 所 


me jp 
?一 一 一 的 第 时 。 
rs 


这 里 使用 了 所 谓 5 = 


做 的 ， 设 
了 fs- -122 《2.110) 
了 3 dE3 
《2.159) 变 得 简单 起 来 ， 可 写成 
是 缠 df ; ] ] ~ ££ af 
fi 让 -| DT f2 | 7) ) | 
+ | 
(2.111) 


“多 


变数 E 和 85 一 看 就 知道 能 够 分 离 ， 对 于 f1(561) 和 ff。 (5:) 


分 别 能 得 到 2 阶 常人 逢 分 方 福 、 
在 静电 学 里 有 应 用 长 球面 向 标的 应 用 例子 。 


， 


习 题 


2.10.1 使 用 上 = coshr， 人 1= cosY 
将 
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dt =a3(sinh?u +sin2v)sinhrsinvdrdvdog 
直接 变换 能 得 到 长 球面 坐标 的 体积 元 是 
d7= ~as(E£? 一 人 )dédndg 
试 证 明之 (对 9 来 讲 交 换 积 分 上 上、 下限 可 以 拿 掉 这 个 
负 号 》 。 
区 10.2 使用 长 球面 坐标 ， 把 代表 给 定 长 梢 圆 体 的 体积 的 体 
积分 用 〈a) !，v，9 《〈b) 5，3，9 写 出 来 。 把 积分 
计算 出 来 ， 并 证 明 其 结果 和 通常 常用 的 结果 二 二 用 长 
举人 径 ， 短 半径 来 与 的 


4 . 


是 相等 的 ， 但 其 中 a6 为 短 半径 。b。, 是 长 半径 。 
2.10.3 用 海 特勤 一 一 伦敦 方法 对 氢 分 子 进行 量 子 力 学 计算 
当中 ， 出 现 积 分 


1 | 
HL Xa; 


其 中 体积 分 是 按 整 个 空间 进行 的 ， 试 引入 长 球面 华 拉 
把 积分 计算 出 来 。 


a 2 \- 
答 Jrz= ( + 名-) a 


{1+ro)/ion 
dz 


&o 30% 


2。11 遍 球 面 坐 标 (us, VvV, 9) 

《作为 二 维系 来 取 ) 把 2.7 节 的 椭圆 坐标 围绕 椭圆 的 短 
轴 进 行 旋 转 时 则 产生 不 同 的 三 维 旋转 椭圆 体系 ， 即 遍 球 面 坐 
标 系 。 现 在 9 是 方位 角 。 坐 标 面 如 下 。 

1。 扁 球面 

! = 种 量 ，0< 和 4< co 

2。 单 时 旋转 双 曲 面 
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v= 常量 9， - -五 去 v 芭 本 
3、 通过 z 轴 的 半 平面 


P= 常 诅 0 区 P22T 
表示 它 和 第 卡 儿 坐 标的 关系 的 变换 式 可 写成 
XxX=acoshucosveosg 
y= acoshucosvsing 


z=asinhusinyv 


图 2,12 已 球 面 坐标 截面 


度 规 因 子 是 
hl=hu=a(sinh?u + sin?v)1/2 
=a(coshiu — eos2V) (2.112) 
php,=h,=a(sinhu + sin2y) 


各» 的 浆 化 成 是 工 而 人 在 桶 网 柱 坐 标 里 是 2% (2 节 ) 这 一 点 不 同 。yY 的 负 
值 给 出 % 豚 身 值 。 


139 


hs= hh, = acoshucosy 
使 保持 一 定 嫌 产生 扁 球 面 ， 闪 它 和 行星 表面 的 形状 往 
相似 ,因此 这 个 华 标 系 对 于 接 述 地 球 的 重力 场 很 有 有 。 (J。 
P, Vinti, Phys。Rev、Leiters 3。:;; (1959)) 长 球面 坐标 ， 
扇 球面 坐 标 用 采 说 明 第 二 类 勤 襄 特 范 数 . 
须 注意 从 < 到 ? 的 指向 去 测量 Pp， 为 外 保持 ( v， 
9?) 的 顺序 时 这 个 坐标 系 是 左手 系 。 央 此 在 旋转 的 表达 式 里 
整体 上 带 有 -1 的 因子 。 要 问 到 右手 系 只 要 和 弄 成 (VY,u， 
9) 的 顺序 就 行 。 艺 
vn Xu = +9, 


或 者 在 党 换 式 中 进行 v 一 (7z/2)〉 -vv 的 改写 也 行 ， 


| 题 


2.11.1 试看 扁 球面 举 标 里 分 离 拉 普 拉 斯 方程 。 并 解 出 依赖 
9 的 微分 方程 。 
2.1i 2 半径 为 4 的 薄 金 局 导体 贺 板 带 总 电量 为 8 。 试 求 网 
板 的 电容 和 六 板 天 面 的 电荷 分 布 。 
C= 8ae, 
-= 和 (对 一 侧 来 讲 ) 
470OAQG2 一 六 
2.12 旋转 抛物 面 坐 杯 〈E，TmH， 9) 
在 2.8 节 讨论 了 两 组 正 交 共 焦 气 物 线 ， 现在 取 在 xy 面 上 
所 表示 的 图 形 (图 2.6) ， 考 虑 以 了 7 轴 为 对 称 轴 使 各 组 掀 物 
线 进行 旋转 。 于 是 产生 两 组 正 交 共 焦 旋转 抛物 而 ”通过 循环 
交换 能 标 以 使 得 旋转 轴 成 为 z 轴 得 到 党 标 面 如 下 。 
1。 围 谋 ?z 轴 的 正 层 分 的 旋转 扫 物 面 
< 三 肖 最 ，0 委 5< co 


人 
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到 


2。 围 经: 轴 的 负 部 分 的 旋转 抛物 面 
?= 认 最 DT< co 
3. 通过 : 轴 的 举 平 面 
p= <27 
在 xy 于 风 从 xX 铺 芝 浏览 方位 衣 旨 
X = ENCOSY 


y = SNSing 


和 


由 《2 113》 避 求 得 度 民 因子 。 
hi = (a +N 
hs = ,= (E+ 
48 = hy = 5 

出 区 |2. 13 二 知 


(2.113) 


C2,114) 
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<ox9?go = -po 
即 旋 转 抛物 面 系 是 左手 系 。 (2 .113) 意味 着 上 与 ?都 具有 
(长 度 交 的 量 纲 。 由 于 这 个 原故 ， 有 的 著者 也 使 用 这 样 的 

符号 ， 用 < 代替 这 里 的 内 9” 代替 这 里 的 7 

旋转 抛物 面 坐标 用 来 分 析 史 塔 克 效 应 9 一 一 原子 放 在 电 
场 当 中 时 所 引起 的 能 级 分 裂 ， 

例题 2.12.1 史 塔 克 效 应 

如 果 沿 着 z 轴 正 方向 加 上 外 电场 Eue 时 ， 则 对 巷 定 订 波 
动 方程 附加 上 所 谓 -eB0z 的 势能 项 。 对 和 氢 原 子 来 讲 ， 有 


二 > ez 
-3 -eB r= Ey (2.115) 


问题 仍 是 分 离 变 数 。 
使 用 〈2.18a) ， (2.114) ， 得 


0 


1 oY 
“一作 OP” 
(2.,116) 
男 一 方面 知道 
r= (2.117) 
根据 (2.116)，(2.117〉 再 使 用 多 = 6)8 (mn)B(8g)〉 时 ， 则 
(2.115) 人 


2 CE carrm[ 襄 Ge )* 施 


(2.118) 


OH. A. Bethe and E, S., Salpeter, Quantum Mechanics of 
One-and Two-Electron Atoms, New York Academic Press (1957) 
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AN 


名 孝王 ， 


二 -m2 (2.119) 
时 (2.118) 立刻 育 分 离 成 下 列 两 个 方 和 


六 | 误 (和 -和 |+ :+A=0 


(2.120) 
eE 


记 2 1 d dg > 2 eb n4 
细 [ 高 dn (a) - 全 | + 2 
C2. 121》 
除了 常数 A 与 B 遵守 条 件 A+B= 2e? 以 外 完全 是 任意 的 。 
在 习题 当中 包含 有 抛物 面 坐 标的 其 它 应 用 。 


习 题 
2.12.1 假设 抛物 面 坐标 5，?。9%) 和 通常 的 笛 卡 儿 坐 标 以 


1 z 
X=/EN coOsSp, Y= EN sing, z= (一 人 ) 


的 关系 联系 着 时 ， 则 局。 忆 ， 忆 如 何 。 
2.12.2 利用 在 前 一 题 里 定义 的 经 m 29， 试 推 导出 对 应 于 
(2.120) 的 史 塔 克 效 应 的 方程 。 结 果 得 到 级 数 解 和 
拉 盖 尔 多 项 式 。 
2.12.3 在 原子 物理 学 或 核 物理 学 里 特别 重要 的 概念 是 ， 反 
演 性 一 一 波 函 数 对 于 坐标 的 反 演 其 侦 还 是 奇 的 性 质 
二 -一 在 第 卡 儿 坐标 里 , 当 反 演 或 字 称 算 符 P 作 用 于 (CX%， 
》，>) 时 ， 有 
COX, 9 ZX)}={ 一 X -yy -2) 
试 在 下 列 坐标 系 写 出 对 应 的 算 符 ， 
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(a) 球 坐 标 (r, 0, 9) 
《b} 了 圆柱 党 标 〈p， jp， 2) 
(c) 长 球面 坐标 (4u，V，。) 
《dad， 长 球面 学 标 〈E，?，。， 92) 
《ce》 扁 球面 坐标 〈(w，vV， 9) 
(f》 抛物 面 坐 标 〈E，?Ty， 9p) 
2.12,4 (a) 对 于 氧 原 子 的 波动 方程 
me 万 - 
2m 
但 V 为 电子 的 势能 


Vin +Vu= Ew 


~ 2°. 
r 
E 是 意味 着 总 能 是 的 某 常量 。 试 证 明 通过 使 用 抛物 画 
坐标 能 够 分 离 变数 。 
《b) 坛 证 明 即 使 使 明 把 党 于 攀 作 为 焦 辟 之 一 :的 长 球 
而 华 标 也 能 分 高 变 激 。 
2.15 加 环 面 坐标 《5，71，9) 

把 二 极 坐 标 系 《2.9 节 ) 的 xy 面 围绕 图 2.7 的 >》 轴 进行 
旋转 就 能 得 到 这 个 坐标 系 .由 中 心 在 > 轴 上 的 回 (= 常量) 
能 产生 球 ， 由 中 心 在 x 轴 上 的 图 (m= 常量 能 作出 加 环 面 . 
现在 仍 使 得 旋转 轴 成 为 z 轴 来 交换 坐标 的 变换 式 是 

asinhncos oq 
cos RT 一 cos E 


_0asin hy singp 
-cos hn cose (2.122) 


a sin £ 
cos hy 一 cos 


由 这 些 式 子 得 度 规 因子 
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Ah = 0 
”上 coshn-.cose 


hs=h,=— 2 
:=h, cos h1 一 cosE : (2.123) 


n=h = 0sinh 
: cos hn— cose 


一 ee 二 


图 2.14 圆 环 面 坐标 (上 ) 截 面 
人 


旋转 作出 的 举 标 面 如 下 . 
1。 中 心 为 〈《0，0，aco 嫩 ) 。， 半径 为 alcosecs | 的 球 
<= 常 量 ，0 委 5< 和 2 

2azcotE = X2 二 2TZ7 一 Q2 《2-. 124》 
2。 癌 环 硬 - 

= 常 晤 ， 0<<1<o 
截面 离开 z 轴 acothy， 半 径 为 aeschy 的 加 

4C2(xX2 +Yy? cothn=(x +y +z +a)*: (2.125) 

3. 通过 z 轴 的 半 平 面 : 

9= 常 量 ，0 和 9 委 27。 
拉 首 科斯 方程 在 这 个 坐标 系 里 不 能 进 4 村 完全 分 离 ， 这 个 
坐标 系 在 物理 学 里 昌 有 
些 应 用 (比如 涡轮 的 描 
述 ) 但 出 现 的 并 不 那么 
频繁 ， 因 此 这 个 坐标 系 
用 得 并 不 多 . 

须 注意 和 上 一 节 与 

大 上 一 节 一 样 ,(E€,， 
9 ) 是 左手 系 。 为 了 变换 

图 2.15 成 右手 系 恐 怕 最 简单 的 
方法 是 按 (9 26，9) 的 顺序 取 坐 标 。 


i Ot hi i i 一 -aasal dm Fe he i 


习 题 
2.13.1 试 证 明 用 网 2.15 定义 的 圆 环 面 的 考 面 积 是 
(2xa) x (2xb) = 4520b 。 


2.13.2 作为 在 圆 环 面 坐标 里 求解 拉 普 拉 斯 方程 的 第 1 阶 括 
假定 势 岁 (E，7h 9) 具 有 
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BE, NW, 0 )= vcosh1i 一 cosE X (EN (WN) B® (9) 
的 形式 .而且 有 (a  (E) = sinné£, cosné, 

ib) 中 (p) = sinmgp，cosmg 但 假定 m、 5 为 整数 ， 试 
间 和 《ES) 或 罗 Kw) 采取 上 述 形式 的 根据 如 何 ? 试 证 


昌 拉 普 拉 斯 方程 能 归结 于 
1 d dN m2 
sinhn dd? 前 | am dn 全 |- sinh :7 N 


-(" -二 入 = 1 


2.14 双 球 面 坐标 (&，11,9) 
回 到 2.9 节 的 二 极 淮 标 ， 把 如 图 2 7 所 示 的 xy 平 面 围绕 
x 轴 进行 旋转 时 ， 产 生 正 交 二 和 群 的 球面 。 对 这 些 加 上 方位 角 
一 定 的 平面 就 得 到 双 球 面 坐 标 系 ， 变 换 式 是 
_ asinécosg 


cos hn — cose 


_ asingé sing 


cos hn 一 cosE (2.126) 


~ dsin hn 
cos hn - cos < 
这 次 仍 是 使 旋转 轴 成 为 z 轴 来 重新 命名 的 ， 度 规 因子 是 
a 
h, = he = cos hn — cosé 
G 
hh = hh, = os hn ~ cose (2.127) 
hh =h = a sin < 


cos hn 一 cosE 


图 2.16 双 球 面 坐标 
坐标 而 如 下 

1。 围绕 z 轴 的 4 次 旋转 面 / 

= 常量 ，0<s<< 。 z 轴 上 的 脉动 


ee 于 


-CECn, 央 点 在 z 轴 上 
2， 中 心 在 《0，0，cothn) ， 半 径 为 alcschyil 的 球 
I= 常 量 -<N< 


3。 通 过 zz 轴 的 半 平 面 
p= 常量 “0 和 9 委 2r。 


在 这 个 坐标 系 里 如 半 0 的 (2.1) 的 般 式 子 虽 不 能 分 


离 ， 但 拉 普 拉 斯 方程 可 能 部 分 地 分 离 。 已 经 知道 双 球 面 举 标 
对 于 特殊 的 静电 问题 ， 比 如 导体 球 和 靠近 它 的 导体 平面 间 约 
闪电 电容 问题 是 有 用 的 ， 


习 题 


. 14 .3 试 证 明 在 双 球 面 坐 标 里 《vV coshn -cosE 的 因子 除 
外 拉 普 拉 斯 方程 是 可 能 分 离 的 。 提示 ， 让 (é&， 
1, Pp)=V coshm 一 cosE X(EIN (MPD.q). 
2. :4 .2 利用 双 球 面 坐 标 ， 试 求 导体 球 和 “【〔 不 与 之 相交 )〉 导 
钵 平面 之 间 的 静电 电容 。 
.15 共 焦 椭圆 体 坐 标 (E11，&s，&s) 
这 个 非常 普 饥 的 坐标 系 具有 下 列 三 种 坐标 面 群 。 
1. 椭圆 体 ( 任 何 两 个 轴 的 长 度 皆 不 相等 ) E = 常量 


XxX2 yy2 之 名 _ 
五 二 ET 到 一 人 (2.128) 


2。 单 叶 双 货 面 <， = 常量 


[Se 


[ed 


Xz2 多 22 7 _ - 
aE bE Eo 9) 


3。 二 叶 双 此 面 上 = 常量 


Xx* y’ 22 


常数 0，b，< 是 描述 椭圆 体面 ， 双 曲面 的 参数 并 赋 以 


0 >é b>éE, > >Eé (2.131) 
的 限制 。 在 (2.128) ， (2.129) 。 《2.130) 里 ,明显 地 
号 出 这 个 限制 结果 出 现 的 负 号 ， / 


变换 式 是 
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一 所 ， )(G“ ~ E22)(a* -£3) 


2 一 ee 
~ 人 ~b?)(a: 一 cz) 

， (bz -El)(bz EE 一 ba 有 
z2 一 ”EI ) (52 ~ 0 )(5s 一 C ) 


(a? ~ c2)(b? 一 C2) 


通过 相当 麻烦 的 计算 已 知 度 规 因子 是 


_,» 1f (E: —E1)(Es -< 12 
WT, 2 Cai-E, )(b? 一 Et Ey | 


,1 (és — £2) (Es — 1) YW : 
th a tar eo et 2.13 


l 3 3 一 局 2 站 
mh Ee ote or | 
对 汗 : 表示 举 标 面 的 方程 来 讲 ， 破坏 了 有 关 &1， £629 &s 的 对 
称 性 ， 写 得 使 各 因子 皆 为 正 ， 
因 在 变换 式 〈2.132 ) 里 笛 卡 儿 举 标 以 平方 形式 出 现 ， 
大 概 会 看 得 出 一 点 P (E1!，&E,，E，》 能 和 8 点 《( 土 xX， 土 》， 
二 x) 相对 应 。 通 过 对 5&1,，&。，5s 限制 适当 的 符号 的 取 法 ， 
或 者 通过 引进 椭圆 函数 或 关联 函数 使 8 重 性 得 以 解除 。 
这 个 坐标 系 在 数学 物理 学 里 虽 是 有 用 的 ， 但 由 于 空 过 分 
航 普遍 性 用 起 来 很 麻烦 。 因 这 本 书 是 以 入 门 概 要 介绍 为 守 
导 ， 所 以 今后 专 就 共有 旋转 对 称 锁 的 权 贺 体 进行 讨论 ， 
2 16 锥 面 坐标 (5&1!，。，&，。，56,) 
这 是 前 一 节 共 焦 衔 圆 体 坐 标 进 … 步 缩 碱 形 (不 常 咯 ) 人 
水 面 如 下 ， 
1。 雇 原 : 为 中 少 ， 半径 为 中 的 球 ， 5&1 = 贡 健 ， 
X2 十 ?2 十 Z2 一 E | (2.:34) 
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2， 以 原点 为 项 点 ， 栖 图形 的 截面 以 z 轴 为 名 的 锥 面 ， 
&: = 三 党 景 
x2 y: 22 
BT Eb To 《2 .135) 


3。 以 原点 为 硕 点 、 以 x 轴 为 轴 的 椭圆 锥 面 ，&, = 常量 
pr 《2.136) 
各 12.15》 节 一 样 参数 b、c 满足 
0 > > b> (2 i137) 
的 限制 、 反 过 米 求 肖 (2,134)，、(2.,135)，(2,136) ， 可 得 
变换 丈 


zx 


2 = (Eb )Cb 一 避 ) 


b5《cz 一 52 ) 2,138) 
za 有 (CC -2)(C* ~ 6&) 
ci(c*—b:) 
接著 根据 (2.6) 度 规 因子 是 
hi=h, = 1， 
可 EI1(E3? — £3) 2 
h, =h.,, 一 [ | (2,139) 


_ _ E1(E; — £3) 2 
hs he = | (b> — £4) (CcC? | 


这 个 奇妙 的 谷 标 系 ， 几 平 完全 被 忽视 了 。 可 是 最 近 才 发 
现 人 @ 它 对 于 抽 述 非 对 称 转子 的 角 动 莉 本 征 函 数 是 有 用 的 . 


OR . D. Spence,s Am, J, Phys,. 27, 329 (1959) 。 


2.17 共 焦 抛物 面 坐标 ‘&,，&1，&) 

在 这 一 章 里 出 现 的 党 标 系 当 中 ， 除 了 二 极 ， 圆 环 面 ， 双 
球面 坐标 系 剩 下 的 全 是 从 共 焦 椭圆 体 坐标 《2.5 节 〉 引出 
的 。 这 些 缩减 后 的 特殊 坐标 系 的 最 后 是 共 焦 抛物 面 华 标 系 . 
其 坐标 面 组 成 如 下 

1。 向 z 思 的 负 指 向 延 仲 的 椭圆 形 截面 的 共 焦 抛物 面 ， 


志 1 = 三 常量 


t+ 0 (2.140) 
2。 双 用 抛物 面 ，E, = 常量 
Xx? 2 


一 了 一 
2 E, -bs 十 22 十 后 = 人 0 | 《2.141》 
3。 问 z 轴 的 正 指向 延伸 的 椭圆 形 截面 的 共 焦 抛物 面 ， 
:= 常量 
x y2 
Er a” Eb 


和 2.15 节 ，2,16 节 一 样 ， 在 参数 和 变数 之 间 有 


—2z—&s=0 《2 .142) 


5 > >6, 0 6 (2.143) 
的 限制 四 
变换 式 是 xz = 一 和 (9697 一》 
: y: = 二 人 2 -0) (és -0) (2.144) 
z= (0 +b? —é),-é&, -é&:) 
让 此 能 得 到 度 规 因子 是 


《ea -6 ) (5s — 61) 


] -一 -一 一 一 一 一 


UV2 
全 | a? ~ €.)(b* ~ £1) | 


二， ~E,)(E, -El) ] 
2L (a: -< )(Exz -bb*) 


_p 1F (一 ED)CEs 一 ES)》] 

的 | 2.145) 

这 个 坐标 系 的 应 用 在 电磁 学 @ 里 得 到 发 展 ， 然 而 在 本 书 
范围 内 这 个 系 并 不 太 重 要 。 


参考 文献 


MORSE.P.M.，and H.FESHBACH .Methods of 

Theoretical Physics, New York. McOGraw-Hill (1853》 的 第 5 商讨 
论 了 这 里 提 到 的 大 部 分 坐标 系 。 请 注意 Morse，Feshbach 对 于 备 卡 儿 上 举 标 系 也 
用 了 左手 系 这 无 关 紧 要 。 在 这 本 优秀 的 书 里 《 难 解 ) 在 其 它 地 方 为 了 求解 物理 
问题 也 有 使 用 各 种 坐标 系 的 许多 例 于 ， 


@ CC. Maxwell, A Treotise on Electricity and Magnetism. 
Vol I, 3rd Ed。 Oxford University Press (1940) ,» Chapter X. 
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第 5 章 张 量 分 析 


3.1 绪论 ， 定 义 
张 量 在 物理 学 的 许多 领域 一 一 广义 相对 论 和 电磁 学 是 其 
中 之 - 一 一 都 是 重要 的 。 张 量 出 现 得 更 多 的 问题 之 一 是 各 向 
异性 固体 的 情形 ， 在 这 种 情况 下 ， 弹 性 的 ， 光 学 的 ， 电 的 ， 
磁 的 性 质 都 可 以 用 张 量 来 表示 。 就 各 向 异性 的 固体 弹性 性 质 
来 讲 ， 在 3,6 节 要 略 加 详细 讨论 .作为 绪论 的 实例 考虑 电流 . 
首先 把 欧姆 定律 写成 通常 的 形式 
=oE 《3.1) 
这 里 J 为 电流 密度 ，E 为 电场 强度 ， 两 者 皆 为 矢量。 如果 
是 各 问 同 性 介质 时 ,电导 率 0 是 标量 。 比 如 就 x 分 量 来 讲 , 有 
,=ob, (3.2) 
然而 ， 象 许多 晶体 或 磁场 中 的 等 离子 体 的 情形 介质 是 各 疝 蜡 
性 的 话 ， 则 x 方向 的 电流 密度 不 仅 与 x 方向 的 电场 有 关 也 
许 和 >y 方向 或 xz 方向 的 电场 有 关 。 假 定 存在 着 线性 关系 ， 则 
(3.2) 必须 用 
J =OiiEi tO2bE, +0O,sBE, 《3,3) 


来 置换 . 一 般 有 J, = DoEs 


(3.4) 
在 通常 的 三 维 空间 里 ， 标 量 电 导 率 0 可 用 9 个 元 素 044 的 组 
合 来 替换 ， 
Ol! Ci Ci 
re Is， | (3.5) 
Os} Osz Oss/. 


实际 上 ， 这 9 个 元 素 的 排列 ， 是 3.3 节 所 表示 的 张 量 . 
在 第 1 章 里 ， 有 在 坐标 系 旋转 下 不 变 的 量 ， 把 这 个 不 变 
量 叫做 标量 。 另 外 ， 其 分 量 能 象 从 原点 到 1 点 距离 的 分 量 一 
样 变 换 的 量 〈1.2 节 的 〈1.13)) 叫做 矢量 。 这 个 变换 性质 用 
来 作为 定义 矢量 的 特性 。 这 个 定义 如 下 式 (3.6) 所 示 ， 但 
也 可 以 有 一 些 任意 性 . 
44=>ay4，，， (3.6) 


其 中 aus 为 x; 轴 与 x; 轴 之 间 的 角 的 余弦 。. 
考虑 矢量 的 原型 时 ， 通 过 偏 微分 ， 有 ， 


Xi; = 2 6 Xs (3.7) 
J 
其 中 
、 _ 0% 


时 ， 则 (3.6) 与 (3.7) 的 形式 相同 。 任 意 的 一 组 4 如 能 
按 . 


4 xe A : (3.9) 


变换 时 ， 则 可 定义 为 逆 变 矢量 . 
可 是 ， 类 更 稍 有 不 同 的 和 时 的 变换 已 经 出 现 标量 函数 的 
梯度 V9 定义 为 


;09 ;09 agp 
y + _99 
p= Ex 一 了 一 一 Bx + kx. (3.10) 
并 按 
op” = oP oxy (3.11) 


BOX: OXy OX 
进行 变换 ， 其 中 y= p(x) =gp(X/,y’,z/)=g’， yp 作为 
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标量 来 定义 。 值 得 注意 的 是 这 个 变换 和 (3.9》 比 较 起 来 不 
同 之 点 是 用 xy/6xs 苞 换 了 ax:*/axy。 (3.11》 是 以 梯度 为 


典型 的 协 恋 天 量 的 定义 。 
在 直 解 坐标 里 为 
Er Me oa,, 《3.12) 


即 在 逆 变 和 协 变 之 间 没 有 差别 。 在 其 它 坐 标 系 (3.12) 一 般 
并 不 成 立 ， 必 须 注意 道 变 与 坊 变 的 差别 已 是 现实 问题 ， 在 这 
-一 节 的 一 余 部 分 ， 闭 变 矢量 的 分 量 如 4: 用 上 标 表示 ， 另 一 
”方面 对 协 变 矢量 分 量 要 用 带 下 标的 4,。 为 了 消 除 对 张 量 这 
个 词 的 恐惧 心理 ， 就 把 标量 叫做 0 阶 张 量 ， 把 矢量 叫做 1 阶 
张 量 ， 再 用 下 列 各 式 定义 2 阶 的 逆 变 、 混 合 、 协 变 张 量 


.4417 二 Xe OX 9004 Ass, 
2 Bx OX OX! 


By OX OX ps, 《3.13 
’ Xs OXy : ) 


’ Xx % 
Css ~ 2 -3 EE 一 一 人 se 


4” 对 两 个 上 标 痢 是 逆 变 的 ，Cwi 对 两 个 下 标 都 是 协 变 的 ， 
By 对 第 1 个 指标 k 是 逆 变 的 ， 对 第 2 个 指标 1 是 协 变 的 。 
如 果 使 用 直角 坐标 系 时 ， 二 阶 张 量 的 3 种 形式 逆 变 、 混 合 、 
协 变 都 是 相同 的 。 二 阶 张 量 A (分 量 为 4") 把 它 的 分 量 按 
纵横 正方 的 排列 表示 它 实 为 方便 。 

411 4A12 Ai3 

“| 421 A22 | (3.14) 

A 3 A32 A33 1 
虽 是 这 样 说 ， 但 并 不 是 把 数 和 函数 随便 按 正 方形 排列 就 都 是 
张 量 、 不 可 缺少 的 是 该 分 量 按 (3.13). 变换 。 这 个 变换 的 要 
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求 将 2 维 张 量 


进行 详细 研究 即 可 明 白 。 带 搬 的 (旋转 ) 耸 标 系 ，T!1/ 分 
入 如 1.2 节 已 讨论 的 那样 必须 是 ~x’y'。 和 1.2 节 完全 相 
辣 要 研究 它 和 (3.13) 是 否 -“ 致 让 i 和 分别 等 于 1 
? r 
Til/~ XY’ = 》， Se ST 
一 Pas nkQLt Te 
这 里 根据 (83,7) 或 (1 ,8)x’=xcosg+ysing, y= -xsingp+ 
ycospg。 将 左边 改写 成 不 带 撤 的 坐标 。 于 是 利用 al | = cos9， 
ds = sinb， 对 于 给 定 的 T 


— 《xcos + ysin0) ( — xsin0 + ycos0) 


= cosz6T: “+CcosDsin0T12 + sinOcosOT?! +sSsin20722 
二 一 xycos20 -- ?2cosgsing + X2zSsingcosb + xysin2D 
这 就 得 到 表示 3-11》 能 塘 江 尼 的 等 式 对 其 它 三 个 分 量 
名 证 明了 为 2 价 张 量 
这 个 变换 性 决 不 是 立刻 能 看 清楚 的 。 比如 者 改变 符号 
T3332 不 是 + xy 而 是 -xy 时 则 有 


Til/A Ya radi1T*! 
. 环卫 


-XxXy 一 入 
X2 ”一 Xy 
不 是 张 量 。 和 所 要 求 的 变换 人 性 不 符 ， 所 以 不 是 张 量 。 
张 量 的 加 法 减法 和 矢量 的 情形 完全 相同 ， 可 以 用 各 个 元 
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排列 


一 
一 -一 - -一 一 一 -一 一 一 一 


素 定 义 。 加 减 两 个 张 量 就 是 将 对 应 元 素 分 别 加 减 。 即 

A+B=C (3.15》 
时 ， 则 有 

4 二 BC 

当然 A 和 和 B 为 阶 数 相同 的 张 量 ， 都 必须 用 相同 维 数 的 空 间 
来 表示 。 
在 张 量 分 析 里 ， 为 使 (3.13) 或 以 后 的 张 量 方程 有 更 简 
洁 〈 对 初学 者 显得 不 好 懂 ) 的 形式 ， 习 惯 上 采用 求 和 规则 。 
只 要 区 别 出 道 变 和 协 变 ， 不 管 哪个 角 标 它 在 方程 的 “ 方 总 是 
一 个 在 上 而 另 个 在 下 出 现 ， 那 就 按 该 角 标 自动 求 和 。 这 样 
(3.13) 的 第 2 个 表达 式 可 写成 


了 BB / (3.16) 
其 中 ， 在 右边 都 是 就 K 和 1 求 和 ， 这 就 是 求 和 规则 ， 

为 了 对 求 和 规则 和 张 量 分 折 的 技巧 稍 加 说 明 ， 要 证 明 - 
下 dx 实际 上 是 二 阶 混合 张 量 全 .问题 是 06: 果真 能 按 (3.13) 
进行 变换 与 否 ， 这 是 能 否 将 它 叫 人 艇 张 量 的 判 靳 条 件 〈 淹 据 )， 
车 利用 求 和 规则 时 ， 根 据 6(Kronecker》 的 定义 ， 有 


1 一 (3.17) 


Xk dX; xuw OX; 
但 将 右边 进行 直接 偏 微 分 可 知 
Dr Xs ~ Os (3.18) 


OX dX; OX; 
但 x*:、Xy 都 是 独立 坐标 ， 所 以 一 个 对 另 一 个 的 变化 率 当 两 
个 是 不 同 的 分 量 时 就 为 0， 两 个 一 致 则 变化 率 为 1。 即 


和 XC， . 
= 0 (3,19) 
| i 


由 此 可 得 
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EE i 


0 = 0% OX os 
OXgp OX, 

这 吉明 6: 实际 上 是 二 阶 混合 张 量 。6 还 有 一 个 有 趣 的 性 质 ， 
即 在 不 管 怎 样 旋 转 的 坐标 系 里 ， 都 有 相同 的 分 量 ， 因 此 是 各 
向 同性 的 。 在 3.4 节 里 出 现 1 个 3 阶 的 各 向 同性 张 量 和 3 个 
4 阶 的 各 问 同 性 张 量 。 不 存在 各 向 同 忻 的 1 阶 张 景 (和 天 量 ). 
描述 张 量 时 角 标 出 现 的 次 序 极为 重要 。 一 般 4"” 和 A4"" 

昌 是 相互 独立 的 ， 但 有 各 种 有 趣 的 特殊 情况 。 如 果 
A"™"=A"" 《3.20》 


则 该 张 量 叫做 对 称 的 。 
男 一 方面 如 果 
A""= A" (3.21) 
时 ， 则 该 张 量 嘎 做 反对 称 的 。 很 明显 所 有 的 (2 阶 的 ) 张 量 根 
据 恒 等 式 


， 
Ama 一 2 (A""+A'")+ (Am ~ A"™") 《3.22》 


可 分 解 为 对 称 部 分 和 反对 称 部 分 ， 上 式 右 边 第 一 项 是 对 称 
张 量 ， 第 二 项 是 反对 称 张 量 ， 这 种 对 称 张 量 和 反对 称 张 量 的 
分 解 ， 在 弹性 论 (3.6 节 ) 还 要 出 现 。 对 称 部 分 和 反对 称 部 . 
分 函数 的 这 种 分 解 在 量子 力学 里 是 极 为 重要 的 ， 


一 一 


为 张 量 。 


(b) 证 明 


2 x x 2 
C= y y 与 Dp= ? > 
XxXy y? xX: -XY 


不 是 张 量 ， 


3.1.2 


在 某 特定 坐标 系 里 张 量 A 和 张 量 B 的 对 应 


分 量 相等 ， 即 Ai,= Bis 
试 证 明 此 时 张 量 A 等 于 张 量 B， 即 在 所 有 举 标 系 里 - 


.3.1.3 


3.1,.4 


3.1.5 
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Ai = Biy。 
某 任意 阶 数 的 张 量 的 分 量 在 某 特 定 坐 标 系 为 0 时 ， 试 
证 明 其 分 量 在 所 有 坐标 系 里 皆 为 0。 
注意 ， 在 广义 相对 论 的 四 维 曲 率 空间 里 ， 这 一 点 极为 
重要 。 如 果 能 表示 成 张 量 的 某 个 量 在 某 一 坐标 系 中 不 
为 0 时 ， 则 在 所 有 坐标 系 里 不 为 0， 这 个 结果 并 不 限 
定 于 某 特定 坐标 系 的 选择 。 〈 象 牛顿 力学 里 离心 力 利 
科 里 奥 囊 力 )， 
某 四 维 矢 量 的 开始 3 个 分 量 在 两 个 基准 系 为 0。 假 
定 其 中 第 2 基准 系 不 仅仅 是 将 第 1 基准 系 围绕 x。 轴 
旋转 时 ， 即 系数 ceG=1,2;3) 当中 至 少 有 一 个 不 为 
0 时 ， 证 明 该 矢量 的 第 4 分 量 在 所 有 基准 系 里 为 0. 
这 个 事实 换 成 相对 论 力学 的 话 来 说 ， 喜 是 若 动量 在 两 
个 洛 伦 冀 系 里 守恒 时 ， 则 能 量 在 所 有 的 洛 伦比 系 里 针 
人 恒 ， 
研究 一 般 二 阶 张 量 转 绕 坐 标 轴 旋 转 90” 及 180" 时 ， 
会 产生 什么 结果 证明 各 向 同性 的 二 阶 张 量 必须 是 
94 的 常数 售 。 
广义 相对 论 里 ，4 维 4 阶 黎 曼 克 里 斯 托 非 曲 率 张 量 
Risim 满足 下 列 关 系 


Rigim= — Rigmi = — Reiinm 4 
角 标 是 从 1 到 4， 根 据 上 式 独 立 分 量 的 数目 由 256 个 - 
减少 到 36 个 ， 试 证 明 根 据 条 件 
Rpm = Rimir 

独立 分 量 的 数目 减少 到 21 人 个。 最后， 如 果 该 分 量 满 
是 Risim +Rumst Renmei=0 时 ， 试 证 明 独 立 分 量 变 成 : 
20 个 。 
注意 ， 最 后 一 个 3 项 恒 等 式 ， 只 有 四 个 角 标 都 不 同 
时 ， 才 给 出 新 的 信息 ， 这 时 独立 分 量 的 数目 减少 到 三 
分 之 一 。 

$.1.7 Tisin 就 所 有 成 对 角 标 来 讲 是 反对 称 的 。 试 问 它 (在 
三 维 空间 里 ) 有 多 少 个 独立 分 是 。 


5.2 缩 并 ， 直 积 
在 处 理 笑 量 时 ， 我 们 把 对 应 分 量 之 积 加 起 来 得 到 标量 税 
(1.3 节 )， 即 
态 ,:B= A 和 A,B,( 求 和 规则 )》 《3。23) 


在 张 是 分 析 里 把 这 个 式 子 推广 即 所 谓 缩 并 手续 。 使 着 变 角 标 
和 协 变 角 标 相等 时 ， 再 就 (当然 要 以 求 和 规则 为 依据 ) 这些- 
相等 前 标 求 和 ， 上 比如 将 2 阶 混合 张 量 进行 缩 并 时 


"4B/! = OX OX: pe _ dX: pi - , 
B ;一 > = Bx BX 一 -人 := 3 ——B, (3.24) 

”上 式 是 利用 了 (3.18〉 再 根据 (3.19) ， 有 
B’'=0iBr=B* (3.25> 


这 里 缩 并 后 的 2 阶 混合 张 量 为 不 变量 ， 因 而 是 标量 @。 这 个 
标量 在 1.3 节 是 两 个 矢量 的 内 积 ， 另 外 在 1.7 节 里 得 到 的 笑 
量 的 散 度 。 一 般 经 过 缩 并 操作 后 张 量 的 阶 数 要 减少 2。 


@ 在 秆 阵 理论 里 ， 这 个 标 是 不 处于 是 年 阵 的 迹 ,4。2 蔬 。 
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”使 苏 变 矢 景 (一 阶 张 量 ) 的 分 量 44 和 道 变 矢 量 〈 一 阶 张 ， 
量 ) 的 分 量 b' 分 别 相 乘 得 -- 般 项 ao b; 的 形式 。 这 个 量 根据 
(3.13) 实际 上 是 二 阶 张 量 ， 原 因 是 


ab = QGXb% OX 1 3x， D: = COXa QO%y arb!’ 3.26 . 
AXs “3x; OX, EN ) ) 


成 立 ， 所 以 缩 并 之 ， 有 
QQ 一 0Q8DL 《8 .27) 


“ 正 是 通常 的 标量 积 。 


如 上 记述 将 两 个 矢量 a 和 5! 结合 起 来 的 操作 叫做 直 
积 。 两 个 矢量 的 情形 ， 它 们 的 直 积 是 二 阶 张 量 。 用 相同 的 办 
法 我 们 可 对 VE 给 一 定 的 意义 ， 这 虽然 在 矢量 分 析 的 范围 内 
未 定义 过 ， 而 一 般 两 个 张 量 的 直 积 ， 得 到 阶 数 为 原来 两 张 量 
阶 数 之 和 的 张 量 。 即 
47B ”=C1 (3.28) 
这 里 CY' 为 四 阶 张 量 。 
到 目前 为 止 总 是 把 协 变 变 换 和 道 变 变 换 明 确 分 开 ， 所 以 
如 此 ， 就 是 因为 在 非 直 角 举 标 空间 里 这 两 个 变换 实际 上 不 相 
同 ， 而 且 这 个 不 同 在 广义 相对 论 里 是 极为 重要 的 。 对 这 一 点 
有 兴趣 的 读者 请 参考 这 个 领域 有 关 的 许多 优秀 专著 ， 在 这 一 
章 里 ， 以 后 只 限于 讨论 直角 坐标 系 。 于 是 如 3.1 节 所 强调 的 
不 再 有 道 变性 与 协 变性 的 差别 ， 因 而 以 司 角 标 都 写成 下 标 。 
这 里 再 重新 闻 述 求 和 规则 和 缩 并 操作 。 
”来 和 规则 ” 角 标 (不 是 数 而 是 字母 的 情形 ) 在 等 式 一 方 重 
复出 现时 ， 即 认为 求 和 ， 
缩 并 所谓 缩 并 是 将 不 相等 的 角 标 〈 下 标 ) 等 置 后 按 求 
和 和 规则 求 和 。 
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3.2.1 如 果 T.… 为 nn 阶 张 苇 时 ,证明 3T.…/6x;y 为 n+]1 阶 
张 量 〈 直 角 坐 标 ) 。 
注意 ， 在 非 直角 坐标 系 里 ， 系 数 aty 一 般 是 坐标 的 天 
数 ,将 于 阶 张 量 单单 进行 微分 以 后 除 4=0 的 特殊 情形 
以 外 ,不 再 是 张 量 。 只 限于 nn=0 的 情形 ， 微 分 时 根据 
(3.11)》 产生 协 变 天 量 (1 阶 张 量 )。 

3.2.2 假设 Tir… 为 严 阶 张 最 时 ， 证 明 ZOTijp.. /0Xs 为 好 一 了 
阶 张 量 (直角 坐标 )。 


3.2.3 算 符 
1 92 
: Y -or 75 
让 Xs, = ict, 则 可 写成 
. 4 32 
> RE J 


这 是 四 维 的 拉 普 拉 斯 通常 叫做 达 朗 贝尔 算 竺 。 可 用 口 ? 
表示 ， 试 证 明 它 是 标量 算 符 . 
3.3 商 的 规则 
假设 A, 和 By 为 矢量 时 ， 如 3.2 节 ， 容 易 看 出 AB; 为 
二 阶 张 量 ， 这 里 考虑 各 种 相反 的 关系 ， 如 


KA;=B (3.29 a) 
K,sAy= B, (3.29 b) 
KjAjr = Bry (3.29 c¢) 
KriA,s = Be, 《3.29 d) 
K,yAs = Biys (3.29 ec) 


在 这 些 表达 式 里 ，A 和 B 分 别 为 由 角 标 数目 所 代 表 的 
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阶 数 的 已 知 张 量 ， 特 别 是 让 A 为 任意 张 量 。 不 管 鄂 种 情况 
天 都 是 未 知 量 。 我 们 的 目的 是 搞 清楚 天 的 变换 任 质 。 商 的 
规则 亡 强 调 的 是 ， 如 果 现 在 所 面临 的 方程 在 所 有 的 (旋转 
后 ) 的 直角 坐标 系 里 成 立 的 话 ， 则 K 为 指定 阶 数 的 张 量 。 
举 一 例子 (3.29 b》。 在 带 撤 的 坐标 系 里 : 

KiA,=B:=axBs (3.30) 
上 式 的 最 后 结果 利用 了 B 具有 矢量 的 变换 性 的 结 果 。 而 上 
式 在 所 有 旋转 后 的 直角 坐标 系 里 成 立 ， 所 以 有 


QspBe = Qirs (Ki1Ai) | (3.31)》 
把 A 再 一 次 变 回 到 带 撤 的 坐标 系 全 时 《参考 (3,.9)〉， 有 
KA’ = qsKuanA, (3.32) 
整顿 之 ， 得 
(Kij - irQdsgiKr) A = 0. 《3.33) 


这 对 于 角 标 i 的 各 个 数值 ， 或 所 有 带 撒 的 坐标 系 必须 成 立 。 
因 4; 是 任意 的 @， 我 们 得 到 如 下 结论 
下 ;jy = G8 QkKr: - 《3 .34) 
这 正 是 二 阶 张 量 的 定 
其 区 子 也 可 以 完全 用 相同 的 办 法 处 理 ， 可 得 到 商 的 而 
则 的 其 它 形式 。 要 稍 加 注意 容易 发 生 错 涡 之 点 是 如 果 B 为 0 
时 ， 就 不 一 定 能 适用 ， 因 为 0 的 变换 性 是 不 定 的 。 


0 
@ 在 这 个 泛 变 换 里 归 特 别 注意 方向 作对 444 的 角 标 的 次 序 ， Ar™ Dox A 


_ vianA,, 

J 

知 比 如 取 A, =!， A 0 (m=1) 即 可 ， 于 是 Kaypd kp (3.34) 剩 
下 的 分 量 可 以 通过 适当 光 择 任意 的 A 而 推导 出 来 。 
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3。.3.1 就 任意 两 个 矢量 4,，Bj 来 讲 ，2 重 和 AB 为 
不 变量 。 证 明 Ksj 为 二 阶 张 量 。 
注意 ， 从 2 次 形式 ds: (不 变量 ) = 81ydxsdxj 来 看 ， 说 
明度 规 gw 为 张 量 。 
3.3.2 不 管 坐标 系 人 怎样 旋转 等 式 KisAys = Bis 都 是 成 立 的 ， 
若 A，B 为 二 阶 张 量 时 ， 证 明 六 也 是 二 阶 张 量 。 
3.3.3 代表 平面 波 的 指数 画 数 的 因子 为 exp Ci(ker -0@1)]。 
认为 Xx。= (Xi，Xxza，xXs，tct) 为 闵可夫 斯 基 空 间 的 天 
量 的 典型 。 者 Ror- 2 在 洛 伦 兹 变换 下 (3。3 节 ) 是 
标量 时 ,， 证明,=(k,，Kk。，K，,，i@/c) 为 网 可 夫 斯 
蕉 空 间 的 矢量 。 
3.4 夺 张 吓 ， 对 偶 张 量 
到 目前 为 止 ， 坐 标 变 换 仅 限于 旋转 。 现 在 来 考虑 镜 象 映 
射 或 反 演 的 效应 。 现 在 让 变换 系数 ay= -09 时， 根据 
(3.137)， 有 
Xi= 一 和 (3, 35) 
代表 反 演 . 须 注 意 这 个 变换 是 把 开始 的 右手 系 变 成 左手 系 ， 
把 具有 分 量 (x:，x*，Yxs) 的 位 置 炙 量 > 变换 成 r= (xb 
Xi X3) =〈(-%XI， 一 X2， 一 Xs)。 这 个 新 的 天 量 ” 对 变换 后 
的 新 坐标 轴 来 讲 具 有 人 负 的 分 量 。 如 图 3.1 所 示 ， 将 坐标 轴 
和 分 量 的 符号 都 改变 的 结果 ， 则 矢量 〈 空 间 中 的 箭头 )》 本身 
和 变换 前 完全 一 样 。 位 置 矢 量 >， 或 对 坐标 系 的 偿 象 映射 或 
反 演 与 此 有 相同 行为 的 矢量 都 叫做 极 矢 。 用 两 个 极 矢 的 外 各 
定义 的 矢量 ， 会 发 生根 本 的 不 同 。 现 在 这 C= 有 AxB. 其 中 
万 和 2B 都 是 极 矢 。 根 据 1.4 节 的 (1 .33)Cs = A,Bs 一 A.B,， 
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C,=A.Bs- A.B:，C:=A.B, -4B-。 财 C 的 分 量 为 
C, =AsBs— AsB, (3.36> 


oY 
图 3.1 直角 坐标 的 反 演 一 一 极 矢 


以 及 Ca， Cs 也 可 得 类 似 的 式 子 、。 将 坐标 系 反 演 时 ， A 
-Al，B; 一 - B;, :但 根据 C 的 定义 有 Ce->Cn。 即 作为 外 积 
来 定义 的 矢量 C 对 反 演 来 讲 和 极 矢 的 行为 不 同 。 为 区 别 起 
厚 把 这 种 矢量 叫做 厢 矢 量 或 轴 矢 〈 量 ) (参考 图 3,2)。 这 种 


图 3.2 直角 坐标 的 反 演 志 =< 轴 关 
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外 积 在 描述 旋转 时 经 常 出 现 ， 常 使 用 轴 矢 这 个 名 词 ， 例如 
和 角速度 v=wxr， 
角 动 蝴 L 上 =rx jp, 
转 算 N=rxf， 
磁感应 强 遮 的 时 间 变 化 率 3B/31= -yxE. 这 说 明 轴 矢 
在 初等 物理 学 里 已 屡见不鲜 。 一 般 不 太 注 意 的 一 个 事实 是 ， 
在 右手 坐标 系 里 轴 矢 C 伴随 着 由 右手 规则 所 确定 的 旋转 方 
回 。 在 反 演 后 的 左手 坐标 系 里 旋转 方向 按 左手 规则 。 这 如 图 
3.2 所 示 的 弯 箭 头 表示 。 
如 果 我 们 认识 到 使 用 右手 坐标 系 也 好 ， 左 手 坐 标 系 也 好 
并 不 会 给 宇宙 带 来 什么 变化 ， 当 然 极 矢 和 轴 矢 相 加 没有 什么 
意义 。 在 矢量 等 式 A=B， 要 求 A 也 好 B 也 好 双方 都 是 极 
天 或 双方 都 是 轴 矢 @。 相 同 的 限制 也 适用 于 标量 和 寿 标 量 以 
及 一 般 在 后 面 要 考虑 的 张 量 和 硒 张 量 。 
所 
= |alaijyC,;, 
4 lalaipasrAr (3.37) 
进行 变换 ， 其 中 |al 为 系数 ann 的 矩阵 的 行列 式 ， 对 反 演 的 
行列 式 为 


lal=! 0-1 0 =-1 (3.38) 
00-1| 
对 一 根 轴 例 如 x 轴 的 镜 象 映射 为 
-1 0 0 
lael=， 0 1 = -1 《3. 39) 
| 0 0 1 ,| 


四 这 个 事实 的 一 个 重大 例外 是 有 衰变. 即 发 生 于 弱 相 互 作 用 。 在 这 种 竺 况 
下 生出 应 分 为 右手 系 和 左手 系 ， 于 是 我 们 也 可 使 极 和 拓 相 互 作用 和 轴 矢 相互 作用 
直 加 。 


行列 式 仍 是 lal = -1. 另 外 对 所 有 的 纯 旋转 经 常 有 |a| = +1。 
这 在 4.3 节 还 要 讨论 。 能 按 (3.37) 变换 的 量 也 经 常 叫 做 张 
量 密度 。 这 些 量 只 要 对 旋转 情形 和 一 般 张 重 相同 ， 并 只 有 在 
锁 条 映射 、 反 资 和 张 尼 不同 ， 其 差别 是 由 于 行列 式 191 的 红 
故而 出 现 负 号 ， : 

第 1 章 里 ， 已 知道 标量 三 重 积 S= (4 x B). C 为 标量 。 
现在 考虑 被 3.35〉 所 规定 的 变换 时 立即 可 知 5 一 - S。 总 之 
标量 三 重 积 实际 上 是 厢 标 量 。 这 个 事实 从 三 重 积 代表 体 积 的 
所 谓 几 何 意义 可 以 看 出 。 把 立方 体 的 三 个 参数 长 、 宽 、 高 都 
由 正 的 距离 变 为 负 的 距离 时 ， 理 所 当然 这 三 者 的 乘积 是 负 
的 。 

体积 元 有 厦 标 量 的 性 质 会 引出 重要 的 结论 。 在 考 克 斯 书 
方程 


p 
VE= -a 


里 ， 让 和 为 极 和 撩 ，e。 为 标量 。 于 是 单位 体积 的 电荷 
必须 是 标量 。 但 体积 为 履 标 量 。 结 果 电 苟 也 是 虱 标 量 ， 
为 了 以 后 应 用 上 方便 起 见 ， 引 入 三 维 列 维 。 四 维 塔 符号 
st 它 的 定义 为 
Blas=862slI=2si2= 十]， 
zszi=2Biasz=BEyis= 一 1， (3.40) 
其 它 所 有 sser=0 
”现在 有 一 个 三 阶 的 性 张 量 601/4:， 如 果 认 为 在 一 个 特定 坐标 系 
里 和 erys 一 致 ， 和 于 是 根据 吃 张 最 的 定义 有 


6iir = | alaipQrqQkr Epogre 《3 .41 ) 
将 行列 式 直 接 展 开 时 ， 有 
Upa2g dsr Epar = {al 《3 。 42)} 


这 个 事实 表示 01, ,= lal:=1=elss。 对 其 它 可 能 性 也 要 了 逐 
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个 进行 分 析 ， 结 果 表 明 对 旋转 也 好 镜 象 喘 射 也 好 
Ok = Eth 《3 .43) 
而 此 再 知 stys 为 厦 张 量 @。 另 外 还 知道 在 记 有 旋转 后 的 坐标 
系 里 它 是 有 相同 分 量 的 各 问 同 性 的 履 张 量 。 
对 任意 二 阶 反对 称 张 量 Css(《 在 三 维 空间 ) 来 讲 能 利用 


Ci = -eCys (3.44) 
来 定义 的 对 偶 夺 张 旺 相对 应 。 其 中 反对 称 张 量 ys 可 写成 
0 C1, -Cs 
ene, 0 ee (3.45) 
Ca 一 人 :3 0 


我 们 知道 ， 因 C, 是 5 阶 (大) 张 量 sus Cm 的 2 重 缩 并 所 以 
对 旋转 来 说 作为 矢量 进行 变换 ， 然 而 实际 上 由 于 siyzx 为 胜 张 
量 ， 故 C, 为 厦 矢 量 。 具 体 讲 C 的 分 量 由 
《CCaCas)= (C23 Ci C12) 《3 .46) 
确定。. 角 标的 循环 次 序 是 eiyz 的 循环 次 序 的 结果 .由 (3 .46) 
所 规定 的 这 种 对 偶 性 ， 三 维和 撩 量 积 可 认为 厦 拓 量 ， 也 可 以 认 
为 让 二 和 阶 的 反对 称 张 量 ， 这 意味 着 完 竟 写 脚 个 可 自由 选择 
如 果 有 3 个 ( 极 ) 矢量 A，B,C 时 ， 可 定义 
A: B: Ci 
* Viys=| A B,: Uy | 
| A: Bp Ce 
= AiBjC4 — AiBeC,+ (3.47) 
推广 3.1 节 的 分 析 ， 可 看 出 各 项 ApBoC， 是 三 阶 张 量 结果 
Vws 为 三 阶 张 量 。 从 行列 式 的 定义 可 知 它 是 完全 有 反对 称 的 ， 
交换 任意 两 个 角 标 ， 即 交 换行 列 式 的 任意 的 列 会 改变 符号 ， 


@ e444 的 用 处 在 这 一 节 以 外 还 有 ， 比如 习题 4,2。,15 的 矩阵 放 。 址 (Mos= 


iEsjhe 
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其 对 偶 量 为 


V = Ven (3.48》 
很 明显 是 奈 标 量 。 展 开 后 
‘A, B,C, 
7 A, B, C, (3.49) 
| A, B, Cs 


为 熟知 的 标量 三 重 积 。 

为 在 3.7 节 用 来 表示 考 克 斯 志方 程 的 协 变 睡 ， 把 这 个 对 
偶 矢量 分 析 推 广 到 4 维 空间 ,特别 是 要 六 有明 4 维 体积 元 
dxidx,dxsdx, 为 腊 标 量 。 z 

我 们 把 3 维 的 eiys 向 4 维 推广 ， 引 入 列 维 :加 维 塔 符 
号 slipl。 这 个 量 str 就 4 个 角 标 可 定义 为 反对 称 的 。 如 果 

(ijk1》 是 (1，2，3，4) 的 偶 置 换 为 +1， 如 果 是 奇 置换 则 

为 -1。 根 据 确 定 srty* 的 性 质 的 相同 分 析 ， 可 证 明 列 维 " 契 
维 塔 符号 err 为 四 阶 厦 张 量 。 现在 引入 出 极 矢 A，B,C，、 
D 构成 的 四 阶 张 量 


A, B, C: D, | ~ 
Hysi = A,;, B, C; D,| (3_50》 
A, B. Ce Ds 
A B, Cs 7; 
可 定义 对 偶 量 
好 = Rien sn (3.51> 


这 里 取 4 重 和 时 阶 数 变 为 0。 由 于 ewni 为 厦 张 量 ， 玫 互 为 
厢 标 量 。 现 在 假定 4， 有 B，C， 六 为 沿 着 4 根 坐标 轴 〈( 风 可 
夫 斯 基 空 间 ) 的 无 穷 小 位 移 。 

A=(dx,, 0, 0, 0) 
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已 =(0，dx,，0，0) 等 等 (3.52》. 

H=dx,dx,dxsdx, (3.53> 

这 样 就 可 把 4 维 体积 元 看 成 厦 标 量 。 我 们 杰 在 3.7 节 利 用 这 

一 结果 .这 结果 实际 上 是 狭义 相对 论 的 必然 结果 .dxidxsdxs 
的 洛 仑 北非 左 收 缩 刚好 和 时 间 延 迟 相 互 抵消 的 缘故 ， 

我 们 只 是 作为 3 维 空间 在 数学 上 的 扩展 而 进入 4 维 空间 
的 讨论 ， 实 际 上 按 着 相同 的 要 领 可 以 进行 5 维 、6 维 、 或 普 
遍 的 NN 维 空间 的 讨论 。 这 也 可 以 说 是 证 明了 用 张 量 分 量 进 
行 分 析 的 优越 性 的 典型 情形 。 在 物理 上 ， 这 个 4 维 空 间 通常 
可 解释 为 闵可夫 斯 基 空 间 : 

(Xi ,xy ,xs xX) = X,Y,2,ict) (3.54) 

其 中 上 为 时 间 。 这 是 通过 狭义 相对 论 完成 了 空间 和 时 间 的 
“融合 ”。 描 述 4 维 的 旋转 的 变换 就 是 狭义 相对 论 的 洛 仑 兹 
变换 。 
”在 若干 应 用 当中 ， 尤 其 在 角 动量 量子 论 当中 的 应 用 都 不 

能 说 直角 坐标 张 量 是 特别 方便 的 。 用 数学 语言 来 讲 ， 我 们 的 
一 般 二 阶 张 量 是 可 约 的 。 所 谓 可 约 是 意味 着 能 够 分 离 成 若干 
个 阶 数 更 低 的 张 量 。 实 际 上 我 们 已 做 过 这 样 的 分 离 。 从 
(3。25) 可 知 


A=A,, (3.55): 
是 标量 ， 是 4:; 的 矩阵 的 迹 人 9 (固有 和 )。 
这 表明 反对 称 部 分 
Bi = (A - Ast) 《3 .567: 


改 ! 奢 矢量 相同 。 邵 
Bry 二 Cx 以 及 i， 19 k 的 循环 交换 《3。57) 


EE 


便利 用 不 同 生 阵 的 方法 在 4,3 节 里 讨论 。 参 考 习 题 4,3.8。 
17EF 


和 矩阵 的 迹 为 0 的 二 阶 张 量 S51y。5sj 可 写成 有 独立 分 量 的 


Sy = (Ais +Ay) - -Ao (3.58) 
于 是 最 后 直角 坐标 张 量 可 写成 
Ais = -Ao tCetSrs | (3.59) 


三 个 量 和 4，C:，S4s 是 分 别 能 象 对 L =0，1，2 的 球 谐 函 
数 Y 那样 变换 的 阶 数 为 0，1，2 的 球面 张 量 。 这 种 球面 张 
量 或 它 的 使 用 的 有 关 详 细 介绍 可 在 Rose 的 书 里 找到 。 

上 述 的 简洁 的 其 体例 子 是 对 称 的 电器 极 矩 张 量 


Q1 = | xx， —r20)PpX1, X2s Xa)d x 


犁 情形 。 一 r?0ss 表示 减 去 矩阵 的 迹 (3 个 i=j 的 项 )。 这 个 
妆 果 出 现 的 8Q4 的 矩阵 的 迹 为 0。 


习 题 


3。4.1 反对 称 的 正方 矩阵 由 
上 0 CC -CC,\ /0 C,， Cs 
下 
C, 一 (CC 0 \ 一 Ca -Cs 0 / 
规定 。 其 中 〈C, ，C:，Cs) 为 大 天 量 。 假设 下 列 关系 
式 
C= 可 -ecrCn 
对 所 有 坐标 系 成 立 ， 证 明 (1 为 张 量 (这 是 商定 理 的 另 
一 形式) 。 
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3.4.2 证 明 矢 量 积 为 3 维 空间 所 特有 的 ， 也 就 是 说 只 有 在 3 
维 空间 里 在 〈2 阶 的 ) 反 对 称 张 量 的 分 长 和 矢量 分 量 之 
间 有 1 对 1 的 对 应 。 : 

3.4.3 证 明 下 列 式 子 成 立 
(a) 0411 = 3， 

《D) Oiyersr = 0, 
(C) E1pgqEsp4 = 20:1 
Cd) eryrerse = 6。 
3.4,.4 证 明 
EisyEpak = OrpOs44 一 OtaO 
3.4.5 (a) 将 矢 积 C =AxB 的 分 量 用 ww 和 有 妨 ，B 的 分 量 
来 表示 。 
《b) 利用 stys 反对 称 性 质证 明太 . (AxB)=0 
管 (a) C= ernnAyB，, 
3.4.6 《a) 证 明 4.6 节 的 转动 惯量 张 量 《 矩 降 》 可 写成 
Ty =m(X,X.0 — XsXs) 
(b) 就 处 于 (x1xsxs》 质 量 为 m 的 粒子 ， 证 明 
T= -MuaMi;= — mernyXrEmXm 
但 Mn=m ensxs 这 是 两 个 2 阶 张 量 的 缩 并 和 
4.2 节 和 矩阵 的 积 相同 。 

3.4.7 将 YYxA) 和 VYxvVv9p 用 sz 改写 之 使 得 一 看 这 

些 式 子 就 知道 都 是 0。 


答 VelVx A)= ess 0 


AX: Xs As 


9 0 
《有 XVYh)I 一 Bij 一 一 ax 9 


3.4.8 用 列 维 . 奥 维 塔 符号 (es) 米 表示 矢量 积 ， 并 推导 出 
BAC-CAB 规则 
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(Ax(BxC)=(A.:C)B- (4.B)CC1.50))。 . 
.3.4.9 证 明 下 列 四 阶 张 量 都 是 各 向 同性 的 ， 即 具有 和 坐标 系 
的 任意 旋转 无 关 的 形式 。 
(a) Aiyri = OrsOg1 
(b) Byzs = Ors0s1 十 OO 
(€) Caspi ~ O04 一 0161 
3.5 并 天 式 
我 们 经 常 尤其 是 在 稍 老 的 文献 或 老 的 讲义 里 ， 使 用 并 拓 
或 并 矢 式 这 个 词 。 所 谓 并 矢 式 对 通常 的 矢量 分 析 昌 没有 什么 
用 可 是 能 推广 到 二 阶 张 量 。 把 两 个 矢量 5 和 J 结合 起 来 作成 
ff 时 就 能 得 到 并 矢 。 从 左边 相 瑞 (将 标量 或 拓 量 ) 作出 和 
左 侧 的 矢量 的 积 即 可 ， 右 侧 的 矢量 可 以 原封 不 动 放 在 那里 
A.ij=[C(iAs + JjAy + RA)iII = AJ (3.60) 
从 右边 相 乘 刚好 与 上 述 做 法 相反 即 可 ， 即 
ij-A=iCcj- (Asi+ Ayi t+ AR)I=iA, (3.61) 
由 此 可 知 ， 一 般 乘法 操作 是 不 可 对 易 的 。 必 须 强调 指出 
友和 .了 了 相互 之 间 没 有 什么 作用 。 如 果 组 成 并 天 的 两 个 单位 矢 
量 分 别 乘 以 标量 系数 的 话 虽 乘 在 一 起 ， 但 对 单位 矢量 来 讲 它 
们 是 不 是 内 积 关系 也 不 是 外 积 关 系 ， 只 是 把 两 个 矢量 并 列 在 
一 起 而 已 。 但 次 序 却 很 重要 ，z7 冯 产 。 于 是 得 到 多 少 与 次 序 
有 关 的 合成 量 。 这 种 对 次 序 的 依存 性 质 研 究 矩 阵 〈 第 4 章 》 


或 复数 还 会 遇 到 。 所 谓 复数 顾名思义 不 外 乎 是 由 有 次 序 的 两 


个 实数 组 成 . 
推广 上 述 作 法 ， 把 两 个 矢量 4 和 如 结合 起 来 作成 
T= AB= (A,+JjA,+hA,.)(iB, + 7B, + RB;) 
=iiAs.B, +ijA.B, + jhkA.B., 
+ jiA,B, + 了 7 了 7AB + jhA,B, 
+ hiA.B, + hjAsB, 二 +RRA4A:， (3.62) 
Eve 


A Th 人 fk 


量 工 = AB 是 由 并 矢 的 线性 组 合 所 构成 的 并 和 失 式 。 我 们 已 证 
明 过 这 种 乘积 AB 为 2 阶 张 量 (3.2 节 )。 由 此 可 知 ， 并 和 撩 
式 是 2 阶 张 量 ， 但 可 以 写成 保持 矢量 性 质 的 形式 。 另 一 方面 
作为 张 量 的 变换 性 质 仍 是 有 些 含糊 。 
马 注 意 到 矢量 和 并 和 拓 式 的 乘积 是 不 可 对 易 的 ， 但 有 交换 
这 一 操作 的 特殊 和 重要 的 情况 。 取 并 矢 AB 让 
a:AB-= AB.a (3.,63) 
其 中 a 为 任意 矢量 ， 若 a= 时 
A-B=AB, 
假设 iAsB, + jAsBy + RAsB,=iA.B, + 7)A,B, +hA,B, 
(3.64) 
有 即 得 
AsB, = 4-B。 
AsBy = 4yB。 《8.65) 
A-B。= 4.B。 
这 表明 A=C 有 但 C 为 常量 。 换 句 话 说 ， 若 和 任意 矢量 的 
乘法 可 对 易 时 并 矢 式 必须 是 对 称 的 ,并 矢 pg 的 系数 等 于 并 矢 
9P 的 系数 。 相 反 , 车 并 矢 式 是 对 称 的话 则 乘法 是 可 对 易 的 。 
对 称 并 矢 开 的 最 可 要 性 磺 之 一 是 通过 坐标 轴 的 适当 选择 
经 党 能 把 它 写成 对 角形 式 ， 
TiiT 
+ jjTyy 
+ kkT,,. (3.66) 
非 对 角 的 系数 皆 为 0。 大 家 知道 使 并 矢 式 变 成 对 角形 的 坐标 
蛮 换 为 主轴 变换 。 这 在 4.6 节 还 要 详细 讨论 . 
对 称 并 和 天 式 有 着 有 趣 的 几何 解释 。 为 简单 起 见 假定 对 称 
并 矢 式 工 已 是 对 角形 的 。 下 面 ， 取 通常 的 位 置 矢量 为 + 作出 
方程 z - 
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reTer=] z (3.67) 
这 个 武子 根据 7 的 方向 米 限制 其 长 度 。 将 (3.67) 展 开 之 ， 有 
Gx + FY RR2) (ET TITy t+ hhRTss) x 

x (IxX+JIy+R2)=1 


x Tir Ty?IT,,y+2?T,s= 1 (C3.68) 
这 个 式 子 定义 了 其 有 由 
GT 日 = 了 了 7， CC 了 (3.69) 


的 9，b,C 为 主 半 径 的 椭圆 面 。 使 并 矢 去 对 角 化 相当 于 将 并 
秋 式 椭圆 面 变 到 让 它 的 轴 和 坐标 轴 平 行 。 


”车 U 为 反对 称 并 和 失 式 
U.-=0 等 等 
Uzwy = 一 Uys 等 等 


aU= -Ua (3.70) 
总 之 矢量 和 反对 称 并 矢 式 的 乘法 遵从 反对 易 律 (参考 习题 
3.5.4 (a)), 
并 矢 式 (对 坐标 的 旋转 所 谓 变换 的 概念 变 得 隐 降 起 来 》 
和 一 般 的 张 量 分 析 相 比 处 理 起 来 频 为 不 便 。 要 袁 示 三 阶 或 更 
高 阶 的 张 量 使 用 并 矢 式 更 加 困难 。 于 是 我 们 仍 回 到 张 提 量 分 
析 。 并 和 拓 式 的 配 法 也 就 到 此 为 止 。 


局 题 


3.5.1 加 (3.6),(3.8) 其 有 和 :8 可 作为 矢量 进行 变换 时 。 
证 明 并 矢 式 满足 张 量 的 变换 律 (3.13) 。 
3.5.2 1= 室 + jj+ kk 对 任意 矢量 VV 在 
TV = 加 
的 这 义 下 证 明 它 起 单位 并 和 失 式 。 各 个 并 和 拓 豆 等 等 是 


了 76 


量子 力学 当中 投影 算 符 的 特例 。 

3.5.3 证 明 Vr 等 于 单位 并 矢 云 工 。 

3.5.4 U 为 反对 称 并 矢 式 。V 为 矢量 时 、 证 明 下 列 各 式 
(a) WU= -UV 
(by ww.U. =0 

3.5.5 2 维和 天 量 7r=ix+ jy 和 t= -iy+ jx 通过 张 景 方程 
r*UD st 相 联 系 . 
(a) 利用 到 上 节 为 止 按照 张 量 分 量 的 描述 求 张 最 如 
(b) 作为 并 矢 式 处 理 求 U。 

3.5.6 根据 研究 分 子 相 互 作 用 以 


e 一 了 2 一 六 
1” ja 一 ri 
所 确 完 的 单位 相对 位 置 矢 量 e' ， 作 出 一 个 并 矢 式 ， 


对 
U=I 一 3el el: 
证 明 trace UU=6。 I 为 单位 并 矢 式 ， 即 = 让 + jj 了 + 
了 一 
3.5.7 证 明 对 并 矢 式 来 讲 ， 高 斯 定理 


,a0 D=|,v:Dar 
成 立 
3.5.8 证 明 
| ac.vE+ | ac> (VxE)-| dov'E=0 
EE 为 位 署 的 矢量 毅 数 。 积 分 是 就 单 连通 闭 曲 面 进行 


的 。 实 际 上 这 个 面积 分 的 组 合 在 基 尔 霍 夫 的 矢 景 折 射 


理论 里 会 出 现 ， 
3.5.9 证 轴 下 列 和 矩阵 的 迹 为 0， 对 称 张 量 
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t° = (kk—ii- 7) /6 


(tk + ki) — Chk+ ki) 


1 
41 一 工 
t Fs 


满足 2 重 缩 并 关系 
Ly 1 Oo 

这 些 单位 张 量 用 来 定义 张 量 球 谐 函 数 即 矢 景 球 谐 函数 的 

推广 。 另 一 方面 张 量 球 谐 函 数 用 来 描述 引力 波 . 
3.6 弹性 理论 

有 外 力 或 应 力作 用 于 弹性 体 时 ， 则 弹性 体 由 于 变形 而 产 
生 应 变 。 用 张 量 来 描述 弹性 的 研究 自然 要 分 为 三 个 部 分 。 第 
1， 弹 性 物质 的 应 变 或 变形 的 描述 。 第 2， 产 生 该 变形 的 力 
或 应 力 的 描述 。 最 后 ， 用 张 量 形 式 写 出 代表 应 力 、 应 变 之 间 
关系 的 普遍 的 虎 克 定律 。 

弹性 应 变 ， 形 变 ”弹性 体 的 形变 可 通过 以 某 种 外 部 应 力 
作用 时 ， 根 据 其 各 部 分 相对 位 置 的 变化 来 描述 。 考 虚 对 某 固 
定 原点 ， 位 于 7 的 位 置 的 点 P。 和 离 开 P。 距离 为 6x 的 第 2 
点 Qu。 在 未 发 生 应 变 的 状态 下 相对 于 Pu,@o 的 坐标 为 6xs3 
发 生 应 变 的 状态 下 ，P。 到 P 的 位 移 为 a，Q8。 到 98, 的 位 移 
为 一 了 时， 则 相对 于 Pi ，@ 的 坐标 为 09y, = gx + 41。 外 对 于 
P，Q 的 位 置 刚好 是 241。 忽 略 二 次 以 上 的 微分 进行 三 维 
的 泰勒 展开 时 ， 有 

Ou = u(r + Ox) — u(r) = (Ox°* V )u, 


@ 限于 一 次 项 意味 着 相对 形变 大 概 在 1% 以 下 ， 在 实际 应 用 上 是 一 个 很 严 
的 限制 。 
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也 
Ous = , Oxg ‘(3.71} 


一 一 


图 3.3 弹性 上 应变 


因 w 是 矢量 分 量 ， 所 以 644/6 xs 是 2 阶 张 量 Va 的 元 素 。 
把 议 个 张 量 分 解 为 对 称 和 反对 称 的 项 、 有 


-_1 (Ou ,Gus 1 /us Ou 
Ou = (Bx “0s, ) xs - 2 (ax des ) Ox 
= TEOXE ~ ErpOXE 《3 .72) 


反对 称 部 分 Ets 可 认为 和 整体 的 旋转 相同 (完全 不 变形 ) 。 
从 《3.4) 节 可 考虑 与 5&1; 有 关 的 轴 矢 


= 9 xu (3.73) 


对 应 于 反对 称 部 分 汪 二 E40x0xs 的 位 移 Ca 为 
Su= (Vx a) xox 《3 .74) 


这 是 通过 二。 的 瞬间 ， 围 绕 Y xz 的 方向 的 轴 进 行 |Y xal 弧 
度 的 旋转 。 
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剩 下 的 对 称 部 分 ， 张 置 mi 河 解释 为 纯粹 应 变 张 量 。?mes 
的 对 角 元 素 (9 ，?7z>，?as) 代表 仲 长 ， 非 对 角 元 来 代 直 
偏 移 。 这 表明 @u 沿 着 x 方向 离开 Po， 可 认为 x=zox:。 
吡 时 从 (3.72)， 有 

CU = 0x,s 
Ou, = 7,10x%x,, (3.75) 
dus = Ts10X,. 
从 此 可 知 ， 形 变 后 的 位 移 为 

0 = x), +6U = (1+1i Ox), 

67 = ou, = 71, 10xX,, 《3 .76) 

dys = OULs = 711s10x;. 
对 无 应 恋 状 态 的 位 移 bx = idx, 的 情形 ， 对 角 元 素 1111 对 by 
的 第 1 分 景 〈 伸 长 有 员 献 ，7;， 和 17 分 别 代 表 偏 移 对 
0y, 、0ys 的 贡献 。 ~ 

应 力 ” 对 应 力 或 力 的 定义 必须 慎重 ,参考 图 示 微 小 体 
积 的 图 3.4， 作 用 于 法 线 沿 x; 方向 的 面 d4 在 xr 方向 的 力 为 
5 实际 上 是 力 / 列 积 的 意义 下 的 压力 。 叫 应 力也 好 力 
也 好 总 要 了 解 应 该 将 Pi, 乘 以 适当 的 微小 面积 。 这 些 是 作用 
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Pi 


Pn 
| 。 
1 PF 
22 
v 
—X2 . . 
图 3.5 均匀 应 力 一 一 符号 的 上 友 转 


Xs 


图 3.6 均匀 应 力 一 一 转 矩 的 平衡 


于 图 3.4 的 微小 平行 六 面体 的 力 。 为 容易 看 起 抑 ， 只 将 正面 
的 三 个 面 上 的 力 表示 出 米 。 假 定 应 为 古 均 匀 的 语 则 租 反 侧面 
的 力 好 图 3.5 所 示 符 号 相反 、， 须 注意 P,， 是 作用 洁面 人 A tx。 
方向 ”的 切 应 为 。 均 名 力 的 情 襄 下面 8 以 相同 的 藤 切 力作 用 
\ 
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于 外 侧 媒 质 。 由 外 侧 媒质 作用 于 面 引 的 应 力 刚 好 反 疝 即 向 
下 (在 -x; 方向 ) 为 P;,。 在 这 个 讨论 里 包含 三 个 假定 。 现 
在 要 明确 指出 它们 是 ， 

1。 对 整体 物体 的 均匀 应 力 

2。 静 力学 平衡 的 存在 四 

3。 无 体积 力 〈 作 用 于 六 面体 内 的 质量 的 重力 )， 无 体积 
转 逢 (作用 于 磁 暑 的 外 磁场 》. : 

由 这 些 假定 对 P, 进一步 加 以 限制 。 考 虑 作用 于 如 图 
3.4 和 3.6 所 示 平 行 六 面体 围绕 xs 轴 的 总 转 矩 。 垂 直 于 面 
”的 压力 Pss 不 提供 转 矩 。 偏 移 应 力 Ps 和 Ps: 的 臂 长 为 6。 偏 
移 应 力 Pi, 。 和 P,, 则 和 作用 于 底面 《xs =0) 强度 相同 方向 
相 色 的 应 力 相 平衡 。 剩 下 的 转 和 矩 有 

Pi(dxsdxs)dx，， 

P,,(dx, dx, dx, 《3.77》 . 

傣 围 绕 x, 轴 没 有 旋转 所 以 这 些 转 矩 必 须 平衡 。 
Pdxidx,dx, =P,,dx,dx,dx,, 
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结果 有 
Ps, = P，。 (3.78) 
围绕 x,， 轴 ,， x, 轴 也 没有 旋转 所 以 重复 相同 的 讨论 时 一 般 有 
Psy = Pys 《3 79) 
这 些 只 是 有 关 大 小 的 等 式 并 不 等 于 说 方向 相同 。 方 向 由 前 一 
角 标 确定 。 
由 以 上 可 知 应 力 ! 压 力 》 Ps 的 分 布 是 对 称 的 。 现 在 来 说 
明 这 种 分 布 是 张 景 。 为 此 如 图 3.7 所 示 作 -- 无 穷 小 四 面体 它 
共有 垂直 于 x 方向 的 面积 为 84 的 斜面 。 作 用 于 斜面 的 力 为 
Pd4。 作 用 于 x: = 0， %2 二 0，xs =0 的 面 的 力 分 别 为 
PniCasrdA) 
Pn2(a12dA) 
Pnol(asdA) 
其 中 ays dA4 由 xs =0 的 面积 上 将 斜面 积 d4 向 面 xs =0 的 投 
影 来 确定 。ays 为 通常 的 方向 余弦 即 xy 轴 和 xs 轴 之 间 的 角 
的 余弦 。 - 
力 Pms ar d4 的 作用 平行 于 xn 轴 ， 它 在 x: 方向 的 分 量 
为 ctn ojl Pnid4 《不 就 加 求 和 )。 如 就 m 求 和 时 ， 前 面 的 才 - 
达 式 就 确定 作用 于 底面 x， = 0 的 三 个 力 的 x 分 景 的 和 .最 
后 就 三 个 面 xs =0 全 部 相 加 时 ， 在 静 力 学 平衡 情况 下 平行 于 


x+ 作用 的 力 全 在 内 的 话 为 
CimnarkPnxzd4 = 了 PdA4 《3.80) 
Pj =asmadysPns (3.81) 


成 立 。 根 据 定义 这 个 关系 式 ， 表 示 Par 是 张 量 。 
应 力 -应 变 的 关系 虎 克 定律 先 假定 各 向 同性 的 轩 
体 。 然 后 再 回 到 普遍 的 各 向 异性 情形 。 考 虑 平行 于 x, 轴 的 
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均匀 棒 @@。 加 上 小 的 拉 仲 应力 Ps 时 ， 则 


Bi -Pi (3.82a) 
E,,, 一 一 GPL | | | 《3 .82b》 
bE,,, = -OPl!- - 《3.82e) 


成 立 。 
其 中 王 为 杨 氏 弹 手 模 量 ， x 为 泊 松 比 ， 再 加 上 小 的 拉 伸 应 力 
ss、Pass 时 《3。82a) 为 
5E， = Pi 一 CP,。-oPs， (3 .83) 
为 使 仓 力 ~ 应 变 的 关系 成 为 线性 的 我 们 只 限于 讨论 小 的 应 力 
和 小 的 应 变 。 (3.83) 可 改写 成 
E, ,=(1+0)P1 ~0(P, +P,, +P,,) (3.84) 
对 E,,,、E,,, 也 具有 类 似 的 式 子 。 
在 这 一 节 的 开头 就 已 证 明 过 7hs 和 P4 是 张 量 。 因 为 我 
们 的 系统 的 对 称 性 ， 故 其 非 对 角 分 量 为 0。 为 将 《3.84) 向 
取 任 意 指 向 的 直角 举 标 系 推广 。 故 进行 如 下 变换 
Ts = Qsp0 EN EE 
P,;=andsrPrrp, (9, 85) 
(3.84) 和 01071， 对 应 于 BE， 的 方程 滋 以 aisara* 对 
应 于 ,的 方程 轩 以 qrsoss 再 把 这 三 个 方程 加 起 来 时 ， 可 
得 
EasyQyrNrr= (1+ OyaimayePrs —OCPsn)aisas (3.86) 
利用 《3。.85)》 和 (3.18)。 有 z 
E, =(1+to)Piys-o(Pam)0s,  - (3.87) 
其 中 (P»m)=(P,,)=P,,+P,;, +P,s (3.88) 
是 张 电 Pw 的 缩 并 (市 以 是 不 变量 ). 
就 应 力 Pij 解 这 些 式 子 往往 更 方便 ， ij 并 进行 缩 


”人 @ 出 于 这 个 特殊 选择 我 们 考虑 在 第 4 章 听 做 主 铀 系 的 系统 开始 ,所 请 主 铀 系 
是 偏 侈 变形 消失 后 的 特殊 上 坐标 条 。 
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并 就 而 做 到 。 即 
2 E, ,=(1+0)P,, 一 30Pyy 


=(1~20)P,, (3.89> 

由 于 撒 号 是 多 余 的 故 略 去 。 再 代入 原来 的 〈3.87)》 得 
EG , 
(1+oPrs = B+ To mm (3.90) 
即 Piy = 281 ;+ ANmmOrss 《3.91) 

这 里 和 4 为 拉 梅 系数 ， 由 

关 oE E. 
~ CFO-20)’ 1+o) (3.92) 


确定 。 常 数 4 为 刚性 率 与 切 变 模 量 相同 。 可 以 认为 取 以 
《xs = 0)- 面 为 底面 的 平行 六 面体 有 切线 应 力 Pi: 作 用 在 它 
上 面 。 位 移 为 〈x:，0，0) ， 用 应 变 张 量 来 说 时 ， 在 T= . 
= (1/2)7 以 外 ?hs =0， 由 (3.91) 立即 可 得 


1 
P,,= 2 1 = un (3.93》 


这 个 式 子 表示 中 是 切 变 应 力 对 ?的 比 。 
如 果 象 况 水 压强 那样 应 变 是 球 对 称 的 话 ， 则 有 
?ii=1az=?asy Te = Ns=7N2s=0 (3.94): 


故 有 
Pi =3X1 + 2 1 = 3 kn 《3.95》， 


但 8 = 和 + -3 (3.96) 
3 71: ， 取 到 上 次 时 是 体积 变化 率 所 以 上 是 体 变异 量 。 
不 仅 是 各 向 同性 的 包括 各 向 异性 的 固体 在 内 在 普遍 情况 . 
下 应 力 - 应 变 的 线性 关系 可 用 普遍 的 虎 克 定律 
Pyy = Cespil)et (3.977 
. 来 表示 ， 根据 商定 理 这 里 的 Cyynz 是 4 阶 张 量 。 应 力 张 量 为 
185. 


对 称 的 ， 应 变 张 量 1141 也 是 对 称 的 ， 所 以 
Cispr = Css = Csik = Csiik (3 .98) 
“成立 根据 这 一 结果 
独立 分 量 的 数目 由 81 
《 即 3“) 减 少 到 36 个 ， 


又 知道 @ 
Li = Cerity 
(3.99) 
因此 独立 分 量 的 数目 进 
< 一 一 步 减 少 到 21 个 。 
图 3.8 剪 切 应 力 一 一 偏 移 者 普通 的 张 量 方 程 


《3.97》 适 用 于 各 向 同 
性 的 物体 时 ， 则 弹性 常数 张 量 Ciy 应 为 最 普遍 的 各 向 同性 
张 量 的 线性 组 合 ， 利 用 习题 3.4.9 的 结果 ， 得 
Ciyzr = QAOssOz + DC[oizdyr + Orz] + cLoOirOyr — O05) 
(3.100) 
代入 《3.97) 时 ， 和 以 前 一 样 ， 有 
Pis= a0snre + blMss tt Ms) + cs — 91) (3.101) 
因 m1y 是 对 称 的 ， 有 
Pi; = a MyrOss + 2bhs 
和 《3.91) 完全 一 致 。 


局 题 


3.6.1 3 维 ， 四 阶 的 应 力 -应变 张 量 Ciyswi 满足 


Ci 二 Ciyig 三 Cjyiix 


时 羡 考 I.S,Sokolnikoff, Mathematical Theory of Elasticity, 
New York; McGraw-Hill (1956) . 
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(a) 利用 这 些 条 件 ， 证 明 Cijz: 的 独立 分 量 的 数目 由 81 

个 减少 到 36 个 。 

《b) 再 指定 

Ciskl= Cpiss 

时 ， 证 明 独 立 分 量 的 数目 进一步 减少 到 21 个。 
3.6.2 (a) 为 论证 泊 松 比 c 不 是 负 的 ， 能 举 出 什么 论据 ? 

Cb) 假定 切 变 模 量 & 和 体 变 模 量 上 都 不 是 负 的 ， 试 求 

出 泊 松 比 数值 的 上 限 。 


答 〈b) o< 到 
3.6.3 试 计算 有 微小 形变 的 各 河 同 性 弹性 体 (单位 体积 的 ) 
的 弹性 势能 。 


oh Nr) + Wnss 


答 


3.6。.4 形变 弹性 体 的 势能 为 


A 
V 


1 . 
P.E, = Cyn Ns NRL 


且 弹 性 体 具有 立方 对 称 性 时 
《a) 证 明 当 那 一 个 角 标 〈1，2，3 或 *，?，2) 出 现 奇 
数 次 时 ， 则 Ceyiz 为 0 即 
Ciii12=0 
提示， 将 出 现 奇数 次 的 坐标 反 演 之 
Cb》 证 明 对 整个 15 个 元 素 只 剩 下 三 个 独立 的 不 为 0 的 
弹 竹 常数 ， 即 
Cilii =C2222 =Cssss 
Cii22 =C C2211 =C1133 等 等 
Cl212=C2121 = C1s1s 等 等 
3.6.5 现在 假定 弹性 体 是 各 向 同性 的 ，Cijw: 有 15 个 不 为 0 
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的 分 量 ， 试 用 杨 氏 模 量 和 涌 松 比 。 来 表示 这 15 个 
分 量 . / 


(1-0) 
答 Ci Drrondl-2o) 


~ _». oo 
Cra Broi-ao) 
> ， 
Ciiiz= 了 27rT+Oy = 
3.6.6 应 变 张 景 84/3xz 在 3 .4 节 的 意义 下 是 可 约 的 。 


在 3.6 节 开头 所 进行 的 反对 称 部 分 Ex 的 分 离 是 简约 
的 中 途 。 完 成 简约 的 话 ， 可 写成 


N11 M12 Nis n/30 0 Ji-N/3 is -Nis 
P21 2 2s I= 0 n/30 I+ 1: 722-n/3 1 | 
\Ms1 Ts ?as 0 0 1/3 Nsi Ts2 1s s-N/3/ 


其 中 ?为 缩 并 后 的 〈 标 量 的 ) ut。 

《a) 证 明 张 量 vi = (1/3)964 所 描述 的 只 是 体积 的 看 
化 ， 但 形状 不 变 。 

(b) 第 2 项 的 张 量 $4 =94y 一 (1/3)n0s 所 找 述 的 是 形 
状 的 变化 〈 切 变 ) 到 1 次 为 正体 积 不 变 。 
”3.6.7〈a) 试 推导 弹性 媒质 的 波 遵从 的 方程 


mau/odt? = (x + VV xYVYxmam 
”提示 ， 全 部 考虑 作用 于 立方 体 〈 质 量 为 m) 的 力 。 
《b》 如 果 位 移 是 无 旋 的 ， 证 明 弹 性 波 以 速度 v = [(K+ 
人 p/m 传播 ， 且 为 纵波 《平面 波 或 无 穷 远 处 的 


球面 波 ) ， 
Ce》 车 位 移 是 无 源 的 ， 她 弹性 波 以 速度 v = (ram 
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传播 ， 且 为 横 波 《平面 波 或 无 穷 远 处 的 球面 波 )- 
.7 事 克 斯 韦 方程 的 洛 仑 慈 协 变性 

我 们 已 经 知道 有 关 多 义 相对 论 的 空间 ， 时 间 的 洛 仓 兹 变 
换 和 特殊 4 维 空间 的 旋转 相同 @， 这 个 空间 是 六 [ 夫 斯 基 空 
间 ， 第 4 个 坐标 采 有 站 x = ict。 本 来 在 定义 里 包含 虚 单 位 i 
的 入 由 是 为 了 使 4 蕉 入 股 下 证 昌 各 刘 货 的 维 表 第 兴 标 的 人 
形 有 相 握 的 形 邓 引 靳 条件 的 
空间 .马上 产生 的 读 题 就 是 要 把 麦克 斯 韦 方程 改写 成 闵可夫 
斯 基 空 间 的 张 量 形 式 。 如 果 这 个 改写 真 的 成 功 ， 由 张 量 的 变 
换 忻 质 的 要 求 ， 自 然 会 导致 麦克 斯 韦 方程 各 狭义 相对 论 没有 
矛盾 的 事实 。 已 知 下 列 关 系 式 ， 


B 
VxE=- 0, 《3 .102a) 
D 
VxH= + pv, 《3.102b) 
VvV.D=p, (3, 102c) 
V.B=0。 (3.102d) 
还 有 
DD=e,E, B=1,# (3.103) 


符号 分 别 具 有 绪论 已 讲 过 的 通常 的 意义 。 为 简单 起 见 假 定 在 
真空 《e= eo，4=k。o) 中 。 
利用 标量 势 ， 和 磁 矢 量 势 可 写 出 


P=YxA 
64 


二，Goldstein,.Classicai Mechanics, Cambridge, Mbss: Addi- 
son-Wesley (1851) Clthapter6。 从 不 依 镇 于 坐标 的 光子 涪 盘 方程 Dx 2 一 0 可 


推导 出 洛 化 兹 变换 。 、 
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式 (3.104) 已 指定 4 的 族 度 八 未 定义 人 4 的 散 度 (参考 
1.13 节 ，i,15 节 ) . 为 以 后 的 方便 ， 对 矢量 势 妨 要 加 上 上限 
制 条 件 : : 


V.A+eouo =0 (3.105) 


此 乃 洛 仑 北条 件 。 这 个 关系 ， 以 后 对 于 分 离 有 关 p 和 及 的 
微分 方程 有 用 。 这 里 势 A 和 09 并 未 完全 确定 。 剩 下 的 自 出 
度 是 习题 3.7.3 的 主题 ， 

先 用 势 太 和 ?改写 麦克 斯 韦 方程. 从 《3.102c》 和 各 
(3.104) ， 可 得 


- :p+V.0 -=- -_2 
_ Vp+V = (3.106》 


另 一 方面 从 (3 102b) 和 《3.104) 及 第 1 章 的 (1.80) Vx 
(VxV)YVY= VV-VYeVV(=V(V.V) -Vv*V), 有 


2 . 
9 会 +v-99- + 2 (VY.A-V’A)=-t (8.107) 
Oro 0 


利用 洛 仓 兹 关系 《8.105) 和 so = 二， 有 


|Y: -二 人 2-|e= -二 (23.108) 


其 中 按 相对 论 里 的 惯例 采用 希腊 字母 的 角 标 表示 从 1 到 4 求 
和 

3 
为 4 维 的 科普 拉 斯 ， 通 常 也 叫 达 明 贝 尔 算 符 用 符号 口 : 表示 


之 。 容 易 证 明 它 是 标量 (参考 习题 3.2.3)。 
为 方便 起 见 ， 定 义 


A A 
A, Wc Ce0Ar, A, hoc CA 
和 _ A, 和 
A,= =Ce0Ays A 二 ieo9 (3.109) 
Woe 
进一步 假设 


LAL 二 Lr =1,, 全 一? ip=i, (3。.110) 


则 (3.108》 可 写成 


B72 
A i (8.111) 


的 形式 . z 
(3.111》 看 起 来 象 张 量 方程 ， 然 而 也 只 能 说 “ 象 ” 还 
不 是 证 明 。 要 证 明 实 际 上 它 是 张 量 方程 还 得 先 从 研究 普遍 电 
流 i 的 变换 性 开始 。 
因 电荷 元 de 是 不 变量 ， 所 以 

de= 0dx,dx:dx， 《3 .112) 
是 不 变 的 .我 们 在 3.4 节 已 看 到 4 维 体 积 元 dxidx,dxsdx。 
仍 是 不 变 的 .我们 比较 (3.53) 和 (3.112) 可 以 看 出 电荷 
密度 p 必须 和 4 维 矢 量 dx, 的 第 4 分量 dx。 进行 相同 的 变 
换 。 我 们 让 ip = i,。 于 是 肯定 了 i。 是 某 矢量 的 第 4 分量 。 

(3.110) 的 其 它 部 分 可 展开 为 
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2 (3 113) 


六 i, 可 与 dx 进行 相同 的 变换 ， 闻 上 式 意味 着 ii 可 与 
be dx 进行 相同 的 变换 .对 i, 和 is 可 得 相同 的 结果 ,于 是 z 如 
同 dx 的 变换 ， 总 之 说 明 刀 是 闵可夫 斯 基 空 间 的 4 维和 天 量 。 

假定 由 麦克 斯 韦 方 程 (3.102) 直接 得 到 的 (3.111) 对 所 有 
的 直角 坐标 系 《〈 所 有 的 洛 仑 效 基 准 系 ) 都 是 成 立 的 。 于 是 根 
据 3.3 节 商 的 规则 4, 也 是 失 量 。， (3.1i11) 为 正确 的 张 量 


方程 。 
我 们 回 过 头 来 。 〈3。104) 可 写成 
oE aA) -044 一 
ie 7 OXs OX 1= i, 2 "3， 一 
1 _ 04 dAy ，. 一 
WoC B, 一 BX BXE 9 (i,7,k) (1,2,3) 3.04 
这 里 定义 新 的 张 量 
dA 
Bx 3 f,, 
四 4， 为 天 量 ， 所 以 这 是 2 阶 反对 称 张 量 . 具体 地 写成 
0 cB, -cB, -iE, 
| 
f= Eol -Bs 0 cB, -iE, | (3.115) 
cB, -cB,: 0 -iE, 


iE, iE, iE, 0 
利用 这 个 张 导 可 把 麦克 斯 志方 程 当 中 的 两 个 (3.102b) 和 
《3 .102 c) 合并 为 - 个 张 量 方 程 ， 可 写成 


_6f4s i. : . 
Bx = (3 116) 


(3 116) 的 左边 边 是 张 关 的 4 维 散 度 ， 所 以 是 矢量 。 这 当然 
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和 3 阶 张 最 时 ,,/6x, 的 缩 并 是 一 样 的 (参考 习题 3.2.1 。 
3.2.2) 麦克 斯 韦 方 程 剩 下 的 两 个 (3.102a》 和 和 (3.102d) 
也 可 以 用 张 量 形 式 表示 ， 即 用 


0f ,3 ,ofs1 0f1s - 
OX: DX， GXs 09. . (3.117) 


代替 (3.102 a)， 而 用 形 如 


0f ,4 + Of 4 2 +0f2s _ 
Er 2 BX, 0 《3.118》 


的 三 个 方程 (第 二 个 方程 是 将 下 标 按 1，2，4 的 次 序 换 入 ， 
第 三 方程 是 将 下 标 按 1，3，4 的 次 序 换 入 ) 


89j =f 
OX, 7 


为 《3 只 的 》 张 量 ， 所 以 (3.102a》 和 (3.102d) 由 张 呈 
方程 


tanr 十 fs 十 fara 三 1 《3 _ 119) 
确定 、 从 (3.117) 和 (3.118) 可 看 出 角 标 X，j 7 都 不 一 
样 ， 实 际 上 人 和 任何 两 个 角 标 一 致 时 (3.119) 会 自动 地 成 为 
Us0。 

张 量 方程 〈(3.116) 和 《3.119)》 的 建立 实际 上 就 完成 了 
麦克 斯 志方 程 的 洛 仑 兹 协 变 性 的 证 明 ， 弄 清楚 (3 115) 的 
fj; 的 张 量 性 质 是 很 有 意思 的 。 对 应 于 沿 z (xs》 轴 以 速度 
必 的 运动 的 党 仑 兹 变换 “方向 余弦 “里 为 


10 0 1 
am=| 1 9 ? (3.120) 
0 0 YY i . 
0 0 -tr 


看 洛 台 站 变 换 的 群 论 的 引出 ,出 更 于 4。12 节 ， 也 可 参考 Goldstetn，6 章 。 
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B=— | 


Cc 
y=(1- .3?)-1/2 (3 121》 
利用 张 量 的 变换 性 质 ，。 我 们 可 以 利用 原来 基准 系 的 数值 米 走 
示 运 动 系 里 的 电场 和 磁场 。. 从 (3.13),(3。.115),(3.120), 可 得 
1 


E,=— 有 (Br + vB:), (3,122) | 
E, = E,, 
， 1 Vv 
Bb: (Br + 3E,), ，, 
， 1 YV 
8 B, = vv I 二 8 (By, - zzEz) 多 (3.123) 
B., = B, 


这 种 和 BB 的 结合 是 意料 之 中 的 ， 比 如 在 不 带 撤 的 系 

里 无 电场 的 情形 ， 考 虐 
Es:=E,=E,=0 

对 静止 的 带电 粒子 显然 没有 力 的 作用 ， 粒 子 以 速度 Y 沿 2 轴 
运动 8 时 。 粒 子 上 的 观察 者 看 来 由 


所 确定 (对 和 观察 者 固 结 在 一 起 的 带电 粒子 有 力 的 作用 》 的 
场 . 但 如 为 不 带 撒 系 的 磁感应 强度 。 这 些 方程 可 写成 矢量 形 
式 
@ 若 速 度 (yz/cs 可 忽略 的 程度 ) 不 是 很 小 ， 则 需要 力 的 相对 论 变换 。 
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E’=vxB 
或 F=awxB C3.124) ， 
这 个 式 子 可 解释 为 普通 磁感应 强度 B 的 操作 定义 。 
最 后 由 张 量 或 矢量 ) 的 性 质 我 们 能 构成 许多 不 变量 。 
其 中 最 重要 的 是 两 个 4 维尔 量 即 矢量 A, 和 i 的 标量 积 、 可 
写成 


DYVa 
Cc 


pVy 
Cc 


+ceoA, 


A,i, =ceoA, 


~Y . . 
十 ces As ts t+ie pip 


=E0( 丰 .J -pp)， 不 变量 (3.125) 
及 为 普通 的 磁 矢 量 势 ，J 为 通常 的 电流 密度 。 最 后 一 项 的 op 
是 通常 的 静电 的 结合 ， 它 具有 单位 体积 内 的 能 量 的 量 网 ， 由 
此 可 知 新 作出 的 不 变量 乃 是 对 单位 体积 来 讲 的 能 量 密度 。 场 
和 电流 的 动态 相互 作用 由 A.J 确定 。 
其 它 可 能 的 电磁 不 变量 出 现 于 习题 3.7.8，3.7.10。 


lire 


3.7.1 证 明 


就 是 电荷 和 电流 的 连续 性 的 主张 (参考 1.7 节 )， 即 使 
知道 这 个 式 子 对 所 有 的 洛 仓 北 基准 系 都 成 并， 为 何不 
能 由 此 得 到 结论 说 i, 是 矢量 ， 
3.7.2 试 将 洛 仑 兹 条件 〈3.105) 写 成 闵可夫 斯 大空 间 的 张 
量 方程 
3.7.3 规范 变换 是 标量 势 gp ， 矢 量 势 A， 按 下 列 关系 
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AT 


ox 
at 
» A,=A, -Vx 
的 变换 ， 新 出 现 的 函数 ， 要 求 % 满足 齐 次 波动 方程 。 
证 明王 列 结 果 ， | 
(a) 洛 仑 北条 件 不 变 
(b) 新 的 荔 和 原来 的 势 清 足 让 辐 的 非 行 站 波动 方程 。 
(Cc) 电磁 场 已 条 号 不 变 。 
把 在 这 个 变换 下 电磁 理论 的 不 变性 叫做 规范 不 变性 。 
3.7.4 电荷 为 9， 质量 为 mm 的 带电 粒子 遵从 洛 仑 兹 协 变 方 程 
Spe 


9 三 和 十 


= (q/ Eomo c)f sop 加 


为 4 入 动 放 矢 是 ， ps, pe, iE/e), 为 固有 时 ， 7 
qr = diw1I-vi7c7 为 洛 仓 北 标 量 ， 证 明 在 普通 的 空间 


是 间 形 式 下 
=qE+vxB) 
3.7 5 从 洛 仑 兹 恋 换 竹 阵 (3 . 12: ) 推导 出 爱 因 斯 坦 速度 合 - 
成 定理 
， 到 一 Y /+V 
Wve 或 WU V0) 


们 w=icdxs/dx,, mu’ = icdxs/dx: 
3.7.6 4 维 二 阶 张 量 B 的 对 偶 张 量 B*， 其 元 素 定义 为 
Br, = 二 oaaBa 
证明 B* 可 按 
(a) 旋转 时 作为 2 阶 张 员 
(b) 反 演 时 作为 用 张 是 


了 6- 


、 注 意 ， 这 个 星 号 并 不 代表 复数 和 
3.7.7 为 (3.115) 所 规定 的 电磁 张 量 , 作 出 芋 的 对 仿 张 如 
| 0 — iE iB, CB, ,. 
7 五 。 GO 天。 cPy 
答 = 80| 
| -iE, iE, Nn cBs: | 
-cB, -cB, -cB, 0 
这 相当 于 
cB—» — iE, 
-iE-—>cB . 
前 变换 。 这 个 变换 叫做 对 偶 变 换 ， 真 空中 《p=0) 的 
麦克 斯 韦 方 程 在 这 个 变换 下 是 不 变 的 . 
3.7.8 四 阶 殿 张 量 和 两 个 2 阶 张 景 的 4 重 缩 并 很 明显 是 厦 标 
量 。 试 计算 之 。 
答 - 8ieicB. E 
9 〈a) 电磁 场 在 某 特 定 洛 仑 兹 基准 系 里 只 是 电场 (或 只 是 
磁场 ) 时 ,证明 区 和 B 在 其 它 洛 仑 兹 系 里 是 正 交 的 。 
(b) 相反 ， 若 记 和 B 在 某 特定 洛 仑 兹 系 里 是 正 交 的 
话 ， 存在 着 E (或 8B) 消失 的 洛 仑 北 基 准 系 ， 试 确 
定 这 个 基准 系 。 
3.7.10 证 明 “8 一 号 为 不 变量 。 
3。.7.11 (dx,;, dx,,dxs,dx,) 为 天 量 , 所 以 dx,dx, 为 标量 。 就 
运动 粒子 在 下 面 两 个 不 同 的 坐标 系 里 计算 这 个 标量 ， 
(a) 对 观察 者 固定 的 坐标 系 (实验 室 系 )。(b) 和 运动 
粒子 (从 观察 者 看 有 速度 Vv) 一 起 运动 的 坐标 系 .粒子 
系 的 微小 时 间 变化 为 dr, 它 在 实验 室 系 为 9t 时 ,证 明 
dr = dt 一 Vz]cs 
dr 即 z 为 粒子 的 园 有 时 是 铬 仓 兹 泵 变量 。 
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第 4 章 行列 式 ， 和 矩阵 ， 群 论 


4.1 行列 式 
首先 简单 地 讨论 一 下 行列 式 的 若干 性 质 ， 再 来 学 习 矩 
阵 ， 行列 式 有 助 于 分 析 和 矩阵 ， 相 反 ， 和 矩阵 对 于 阐明 它 和 行列 
式 的 不 同性 质 颇 为 有 用 ， : 
性 ” 质 行列 式 是 数 或 函数 的 正方 排列 ， 这 些 数 或 函数 
按 以 下 规则 结合 起 来 ， 
la, b,c ** 
ia, bb, Co，。。 


D=|\as bs cs， ，。。 (4.1) 


On b, Cn * 
这 个 排列 的 列 数 叫 做 行列 式 的 次 数 。 行列 式 D 的 值 用 它 
的 元 mw、b; 等 来 表示 的 话 ， 有 


D= Deak ev on ib Cp ， (4.2) 
Co 
但 sw 是 3.4 节 的 列 维 - 契 维 塔 符号 的 类 推 ， 对 (1，2， 


3，…1H) 的 偶 镍 换取 +1， 对 奇 置换 取 - 1， 有 相同 下 标 出 
现时 为 零 。 
对 三 次 行列 式 来 讲 ， 有 
D= +aib.cs—aibscs +asbascl 一 spDics+aspics ~ asb,cs 
(4.3) 
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a, b, Ci 


D= Qs b, Co (4,.4) 


as bs cs 


可 以 看 出 三 次 行列 式 是 乘积 的 线 注 组 合 、 各 蛋 积 只 含有 各行 
各 列 的 -个 元 。 簿 乘积 中 的 和 众 元 如 果 是 行 的 偶 敬 换 则 为 正 ， 
如 果 征 奇 置换 则 为 负 。( 列 保持 za，b，c 即 1，2，3 的 次 序 ) 
也 就 是 (4.3) ， (4.4) 的 简写 。 

从 (〈4.2) 可 得 到 行列 却 的 若干 有 用 性 质 ， 利 用 三 次 行 
列 式 (4.3) 是 便于 说 明 的 。 

利用 子 行列 式 的 拉 普 拉 斯 展开 《4.3》 可 改写 如 下 ; 

D=ai(b,cs —bsc,)—-a,.(bics ~bsci)+as(bic, ~ b,c,) 


b, ey bI cc | 


b, c, | 


b, c, 
=ul 


b, Cs | 


(4.5) 


3 
bs cs 


一 般 n 次 行列 式 可 以 展开 成 某 行 或 列 〉 的 元 和 去 掉 该 元 所 
在 的 行 与 列 后 作出 的 〈2 - 1》 次 行列 式 的 乘积 的 线性 组 合 。 
这 个 缩小 后 的 排列 〈 这 个 例子 是 2x 2》 岂 做 子 行列 式 。 假 设 
该 元 处 十 第 i 行 和 第 7 列 时 ， 则 乘积 冠 以 符号 《~ 1)4+7， 吾 
有 这 个 符号 (1)'Y# 的 子 行列 式 叫 做 代数 余子 式 。 从 行列 式 
D 去 掉 i 行 i 列 作成 的 子 行列 式 为 Mi,。 和 它 相 对 应 的 代数 余 
子 式 写成 C1;,， 则 (4.5) 式 变 成 


D= 2,.(-1)aM,,= 2 QCu 
这 个 例子 是 就 第 1 列 进行 展开 ， 内 此 ;=1 对 i 求 和 。 
利用 这 个 拉 普 拉 斯 展开 的 好 处 是 ， 当 高 次 行列 式 有 许多 
元 素 为 0 时， 计算 起 来 很 方便 ， 例 如 ， 求 行列 式 
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-if 0 0 (4.5) 
| 0 0 0 1 
| oo 
沿 第 1 行 展开 时 ， 有 
-10 0 
D=(-17(1) 0 0 1 (4.7) 
0 -10| 


再 就 第 1 行进 行 展 开 ， 得 


本 [1 01411101 
=( 一 1)" (一 1) 人 一 1) = =1 


: -10 -10 
(C4.8) 
行 询 式 D(4.6》 从 出 现 于 狄 拉 克 相 对 论 电 子 论 的 狄 拉 克之 一 


得 来 。 

反对 称 性 ” 当 行 列 式 任 意 两 行 交 换 或 两 列 交 换 时 ， 改 变 
符号 ， 这 是 由 于 (4.2) 的 列 维 - 契 维 塔 符号 。 的 偶 奇 性 而 来 ， 
就 三 维 情形 而 言 ， 由 《4.3》 ， (〈4.4) 可 以 弄 清 楚 这 一 点 。 
这 个 性 质 在 3,4 节 用 来 作出 就 整体 来 讲 足 反对 称 的 线性 组 合 . 
另外 在 量子 力学 里 组 成 多 粒子 波 函 数 时 经 常 使 用 。 波 函数 遵 
”从 泡 里 不 相 容 原理 ， 对 于 任意 两 个 有 相同 自 旋 1/2 的 粒子 
(电子 、 质 子 、 中 子 等 ) 的 交换 是 反对 称 的 。 

反对 称 的 特殊 情形 是 任意 两 行 或 两 列 相等 时 行列 式 为 
零 。 如 果 某 行 或 某 列 的 元 素 帝 为 零 ， 则 行列 式 为 零 。 某 行 或 
某 列 的 各 元 素 乘 以 常数 时 ， 则 行列 式 成 为 常数 倍 。 将 某 行 或 
某 列 的 常 答 位 加 到 其 它 行 或 列 ， 行 列 式 的 值 不 变 。 


cl ao+ko pc | 
Ga b, c, | as + Kb, b, c, |， (4.9) 
Ga bs cs | 


| 
| as +TKDa bs ca 


;右边 利用 拉 普 拉 斯 展开 时 


i 


b, b,c 


alt+kb, bo) | | al b,cei 
as: +kb, b, c, |=| a, b, ca |+k, b, bs cs | (4.107 
as +kb, bs cs as bs cs bs bs cs 


根据 反对 称 性 质 ， 右 边 第 二 项 的 行列 式 为 零 ， 因 而 (4.9) 式 
成 立 ，。 
一 个 特殊 情形 ， 当 任意 两 行 或 两 列 成 正比 时 ， 行 列 式 等 
于 零 ， 
联 立 齐 次 方程 式 的 解 ” 行 列 式 的 主要 应 用 之 一 是 确 害 一 
次 联 立方 程 的 零 以 外 的 解 的 存在 条 件 。 考 虑 含有 三 个 未 知 数 
的 三 个 齐 次 方程 〈 或 含有 2 个 未 知 数 的 郊 个 方程 ) 
aix+biy+ciz=0, ~ 
asx+by+ C= 0， (4.11) 
asx+4+bsy+csz=0, 
除 x=0，y=0，z=0 的 解 以 外 ， 如 何 确定 解 是 否 存在 。 作 
出 〈4.11) 的 系数 行列 式 并 乘 以 x 


Ci b,c aix DCci ax+biy+cizZb, ci 
xia, b, c, i=|a,sx b, c, i=ia,xX +b,y+c.z b, Cs 
U3 bs Cs Qa3% ba Cs asxX+b3y+ csz bs C3 


(4.12) 
最 后 等 式 是 根据 (4.9〉 得 到 的 ， 这 个 行列 式 的 第 1 列 ， 根 
据 《〈4.11) 各 元 素 应 该 为 零 ， 放 有 


a b) ec) 0 b,c 
a, b, ca |= 0 b, cs |=0 (4.13) 
ias bs ca3| | 0 bs cs 


因此 ， 只 要 系数 行列 式 不 为 零 ，x( 以 及 y,z?) 必须 为 零 。 相 
反 ， 恕 果 系 数 行列 式 为 零 ， 那 就 意味 着 存在 非 零 解 。 

联 立 非 齐 次 方程 的 解 ” 一 次 代数 方程 是 非 齐 次 时 ， 也 忱 
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是 用 di ,ds ,ds 分 别 代替 (4.11)? 的 右边 的 零 时 , 则 由 (4.12) 有 


2 D，C1 2 bo 
X=id, b, cs / a, b, c, (4.14) 
ds bs Ca 7 G3 bs C3 


对 于 数值 计算 来 讲 ， 这 个 行列 式 的 解 (4.14〉 是 很 麻烦 
的 。 行 列 式 含 有 符号 相互 不 同 的 很 大 数值 时 ， 两 个 大 数 的 相 
减 会 使 相对 误差 激增 ， 计 算 结 果 变 得 没有 什么 意义 。 也许 会 
有 人 想 ， 这 里 是 用 行列 式 解 三 个 未 知 数 的 三 个 方程 ， 如 果 解 
20 个 未 知 数 的 20 个 方程 说 不 定 会 容易 。 但 根据 行列 式 的 定义 
《4.2),，n 次 行列 式 有 ni 个 项 。 对 于 计算 1 项 需 花 1 微 秘 的 
高 速 电 子 计算 机 来 讲 ， 守 算 这 些 n! 项 ， 计 算 机 要 计算 201 
微 秒 ， 即 用 77000 年 。 很 明显 这 是 不 可 取 的 方法 。 

事实 上 有 一 些 好 的 办 法 。 最 好 的 方法 之 一 是 直接 消去 活 ， 
通常 叫做 高 斯 消去 法 ， 为 了 说 明 这 一 方法 考虑 下 列 方程 给。 

例题 4.1.4 用 高 斯 消去 法 解 

3x+ 2y+zZ=11 / 
2xX+3y+Z=13 (4.15) 
xX+y+4z=12 

为 方便 起 见 ， 并 能 得 到 最 好 的 数值 精确 度 ， 重 新 整理 方 
程 ， 使 最 大 的 系数 沿 对 角 线 排列 ， 上 面 的 方程 组 已 符合 这 一 
要 求 。 第 1 个 方程 开始 的 未 知 数 x 用 来 消去 剩 下 方程 的 x， 
用 第 2 个 方程 从 最 后 一 个 方程 消去 ?， 一 般 对 方程 组 从 上 到 
下 用 这 个 办 法 进行 ， 用 最 后 的 式 子 确 定 一 个 未 知 数 ， 现 在 
从 下 往 上 按 次 序 来 确定 未 知 数 。 

x+0.6667y+0.33332z = 3.6667 
x+1.50007y+0.5000z=6.5000 (4.16) 
x+ 1.0000 y+ 4.0000 z=12,0000, 
在 这 里 利用 第 1 式 从 第 2、 第 3 式 消去 x 
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” XT+0.66677+0.3333 2=3.6667 
0.8333 y+0.1667 2 =2.8333 《4.17》 

0.333 y+ 3.6667 2= 8。3333 

X+0.6667y7+0.33337=3.6667 
y+0.2000 z=3.4000 (4.18) 

y+11,0000 z= 25.0000. 
重复 进行 这 一 方法 ， 利 用 新 的 第 2 式 ， 从 第 3 式 消 去 ? 
Xt+0.6667 y+0,.33332=3.6667 
y+0.2000 z= 3.4000 


10.8000 z= 21.6000 ‘(4.19) 
z= 2.0000 
其 次 ， 从 下 同上 
y+ 0.2000 x 2.0000 = 3.400, 

y= 3.0000, 

利用 已 知 的 》 和 zz 

x+0.6667x3.0000+0.3333x2.0000=3.6667， 

x 二 1.0000., 


这 个 方法 和 看 起 来 也 许 不 如 (4.14》 那 样 简明 ， 但 很 适应 现代 
计算 机 ， 大 大 缩 复 了解 行 列 式 的 时 间 。 
如 众所周知 ， 高 斯 - 约 当 消去 法 是 这 种 逐步 消去 法 的 一 
个 变形 。 仍 从 高 斯 消去 法 出 发 ， 但 各 新 方程 不 只 是 用 来 从 它 
后 一 方程 ， 而 是 从 所 有 方程 消去 一 -个 变数 。 在 上 一 例 里 ， 若 
利用 高 斯 - 约 当 涪 去 法 时 ， 则 〈4.19) 成 为 
x+0.2000z=1.4000 
y+0.2000z=3.4000 (4.20) 
z=2.0000: 
《4.18) 的 第 2 式 用 来 从 第 1 和 第 3 式 消 去 y。 其 次 (4。 20) 
的 第 3 式 用 来 从 第 1 及 第 2 式 消去 2， 
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x=1.0000 
y= 3.0000 《4。21》 
ZzZ= 2.0000 
在 4.2 节 为 了 作出 逆 和 矩阵 ， 又 回 到 高 斯 - 约 当 方 法 。 
| 适合 于 计算 机 的 另 一 方法 是 高 斯 - 杞 家 德 的 重 复 法 ， 包 
括 这 个 方法 在 内 ， 在 下 面 举 出 的 书 里 详细 地 讨论 了 高 斯 法 ， 
高 斯 - 约 当 法 。 
数字 计算 机 的 数学 方法 (A .Ralston,and H.,S，Wilf, 
eds) New York, Wiley (1967) | 


习 题 
4.1.1 试 计 算 下 列 行列 式 
(a) |1 0 


fk 


(cy11 2 0 


3 1 2 
70 3 1| 
4.1.2 试 分 析 下 列 一 次 联 六 方程 是 否 上 其 有 非 零 解 
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XxX+39+32=0, 
x—y+2z=0, 
2x+y+32=0, - 
4.1.3 用 2x2 的 行列 式 来 表示 和 态 x B 的 分 量 ， 再 就 标量 积 
AA.(AxB) 给 出 3 x 3 的 行列 式 的 拉 普 拉 斯 展开 。 最 后 
因 3 x 3 行列 式 有 两 列 相 等 ,所 以 能 够 肯定 A* (A x 8B) 
= 0。 
4.1.4 设 Co 为 ai 的 代数 余子 式 〔〈 去 掉 守 行列 。 告 以 
(一 1) 扩 :而 成 ) ， 证 明 下 列 第 果 ， 


《3) 2 aiCts = > asiCss = 14A1， 其 中 14| 为 其 有 元 素 
a 的 行列 式 
《b) 2 0cCn = 2 QsysCat = 0, iSXk, 


4.2 和 所 阵 

基本 定义 ， 和 矩阵 是 数 或 函数 按 正 方形 或 长 方形 进行 排 
列 ， 并 六 守 车 干 法 则 。 这 不 过 是 一 般 的 数学 概念 的 简单 的 罗 
辑 推 广 。 算 术 只 和 单独 的 数 打交道 ， 在 复数 理论 里 要 处 理 带 
有 上 顺序 的 一 组 数 (1,2) = 1+2i， 在 这 种 情况 下 ， 数 的 排列 
次 序 其 为 重要 。 现 在 考虑 的 是 排列 成 正方 形 或 长 方形 的 数 
《或 函数 ) 。 为 便于 以 后 的 讨论 ， 这 些 数 用 两 个 下 标 来 加 以 
区 别 ， 第 1 个 下 标 表 示 该 元 素 出 现 的 行 (水 平 ) ， 第 2 个 下 
标 表 示 它 出 现 的 列 ( 算 直 ) 。 比如 ais 是 第 1 行 第 3 列 的 元 
素 ， 假 设 和 4 为 m 行 n 列 的 矩阵 时 


Ui 0 * +» Qn 


A=| 21: (022 + * *0,n (4.22) 


Um 1 人 SS 加 再 Umn 


需要 注意 ， 元 素 oiy 和 其 它 元 素 没 有 任何 联系 是 最 重 要 的 。 
和 矩阵 和 行列 式 不 同 ， 并 不 是 单 “ 的 数 ， 而 是 有 次 序 的 数 的 
排列 。 所 有 元 素 互相 加 起 来 或 相 乘 是 没有 意 义 的 。 和 写成 
1+2=3! 同样 毫 无 意义 。 

定 阵 4 是 某 些 数 的 排列 的 这 各 性质， 意味 着 它 实 味 上 成 
为 新 形式 的 数学 。 和 矩阵 A4，B，C 各 有 元 率 aty。， pi cr， 按 
以 下 规则 组 成 。 | 

等 式 对 所 有 的 i， 7 值 cy = by 时 ， 只 有 如 此 才 有 

A=B. 当然 4 和 B 都 采取 六 xz 的 排列 。 

和 对 所 有 i,j 值 oi+ bty= co 时 ， 即 元 素 按 代 数学 方 
法 组 成 〈 如 果 是 单纯 的 数 按 算 术 方 法 ) 时 ， 即 A+ 
B =C。 从 此 可 得 交换 律 4+B=B+A。 并 满足 结合 
律 (A+B)+C=A+(B+C) 。 

来 ” 积 〈 数 与 矩阵 ) 和 抢 阵 乘 以 数 e 时， 定义 

aA = (aA) 

QA 的 元 素 为 Qaasj， 即 和 矩阵 的 各 元 素 敢 以 数 因 子 ， 和 
行列 式 对 比 起 来 ， 行 列 式 是 因子 ec 只 和 一 行 或 - 列 
相 乘 ， 并 不 和 行列 式 的 所 有 元 素 相 滋 。 这 些 数 相 习 


结果 满足 交换 律 
来 “ 积 《矩阵 的 积 ) 
Css = 2 ob . (4.23) 
时 ， AB=C 


Cc 的 证 元 素 用 和 4 的 1 行 B 的 ; 列 组 成 (要 求 4 的 列 数 nn 等 
于 如 的 行 数 ) 下 标 上 按 1，2，3…… ; 1 的 次 序 取 。 对 于 n=3 

| Cis=0b1s+ Qssb2s+ Grsbsy 1 (4.24)- 
很 明显 , 将 (4.23〉 中 的 k 换 成 其 它 符号 仍 是 一 样 . 用 (4,23) 
定义 若干 矩阵 的 结合 方法 ， 也 许 更 有 助 于 理解 。 这 种 结合 方 
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法 叫做 矩阵 的 敢 积 ， 考 虑 两 个 矩 降 


0 1 1 0Y 
(1o) xi<(，_ (4.25) 
习 积 的 11 元 素 (010;)11 是 由 0 的 第 1 行 和 os 的 第 1 列 彼此 
对 应 元 素 乘 积 的 和 来 确定 。 


I\Ali 0 
(01 全 )=0:1+ 1.0=0。 
10A 人 io-1l 


.继续 做 下 去 有 
0.1+10 0.0+1.( 一 1) 0 -1\ 
cios= 人 1.1+0。0 1.0+0。( -1) )=( 1 0 ) 
(4.26)》 
(0103)11=01,.03 十 Is 
直接 利用 矩阵 乘积 的 定义 z 
0 1 z 
os0=( _] ， (4.27> 
把 这 一 结果 和 (4.26) 对 比 ， 有 
030i= -010s (4.28》 
特别 情况 除外 ， 和 矩阵 的 乘积 是 不 可 对 易 的 @ 
z ABA-BA., (4.29》 
但 从 矩阵 乘积 定义 可 知 结合 律 是 适合 的 4B)C =A(BC)。 
而 且 分 配 律 也 是 适合 的 ， 


直 积 ”矩阵 的 第 2 种 乘法 是 直 积 或 张 量 积 ， 做 法 如 
下 ， 假 设 4 为 (xm)》 称 阵 ， 刀 为 (xn)》 和 矩阵， 其 直 积 
写成 

4IB=C (4.30) 
时 ， 则 C 为 (mn xmn) 矩阵 ， 其 元 素 为 


COCA,B}=AB— BAEO 
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Cigps gt = AiBi, 《4.31) 
比如 ， 有 和 8B 都 是 2x2 矩阵 时 
A®n=( ayiB al 有 ) 
ad.1B a,,B 
ap ap awbr awbi, 
| bz Quby awby qb, 
abn anby aybi anbus | 
Qnby Qnb,, qayby -2b,, 
直 积 虽 满 足 结 合 律 ， 但 不 可 对 易 ， 作 为 直 积 的 例子 ， 如 4.5 
节 的 狄 拉克 矩 阵 可 展开 成 泡 利和 矩阵 和 单位 抑 阵 的 直 积 。 其 
它 例 子 有 ， 上 比如 在 群 论 里 组 成 群 时 ， 在 量子 力学 的 矢量 空间 
即 希 尔 柏 特 空间 中 都 会 出 现 . 
特殊 情形 ”车 于 矩阵 特别 有 趣 。 由 1 列 和 + 行 组 成 的 逢 
阵 叫 做 列 矢 量 {x}， 其 分 量 为 xs,i=1,2,…… ,Nn。 同样 ，1 行 
n 列 的 矩阵 叫做 行 矢量 [x])， 有 分 量 xi， =1,2，……… ;内 . 妇 为 
n xn 矩 隆 ， 若 {Xx} 为 有 个 分 量 的 列 矢 量 , Cx) 是 有 n 个 分 量 
的 行 矢 量 时 四 
人 人 x+，[X]A 
可 由 《〈4.23) 来 定义 ， 但 
ACx]， {x14 
就 没有 定义 . 
单位 矩阵 ! 具有 元 素 604; 即 Kronecker 的 delta 所 有 的 4 
有 14=4AI= A 的 性 质 
: [1 0 000 。 
0 1 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 jj 00 。 


(4.33) 


各 


S$ So c 心 
Yd 
tw PP 
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矩阵 和 A 都 有 


oO=[ 000 ”上 (4,34) 


须 注 意 两 个 矩阵 都 不 是 零 ， 但 它们 的 和 ee 
0 
0 


1 1 
4A=(, 0 1 


时 ， 有 AB = 0， 这 当然 和 普通 代数 是 不 同 的 。 
对 角 算 阵 ” 征 阵 中 特别 重要 的 是 ， 所 有 非 对 角 元 素 缘 为 
零 的 正方 矩阵 ， 尤 其 是 3 x 3 矩阵 4 为 对 角 逢 隆 时 


dy 0 0 
~ 0 0 90ss ， 
这 种 对 角 逢 阵 的 物 理 意义 ， 以 及 矩阵 的 对 角 化 方法 在 4. 6 
节 讨 论 。 这 里 只 侧重 于 对 角 和 矩阵 的 明显 性 质 。 即 对 角 和 矩阵 的 
乘积 是 可 对 易 的 ， 若 4 和 了 都 是 对 角 和 矩阵 时 ， 则 有 
AB= BA 
算 阵 的 迹 ”任意 正方 矩阵 对 角 元 素 的 和 称 为 失 阵 的 迹 。 
一 个 有 趣 且 有 月 的 性 质 是 ， 两 个 矩阵 4 和 B 的 各 积 的 矩阵 
的 迹 与 乘积 次 序 无 关 


trace( AB)= 》 (MAB) = ,3 aisby 
t i 了 


零 。 车 
) 


一 bp 2 byiars = 2 (BA)yy 
了 了 | 
=trace(BA) (4.35》 
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上 式 即 使 A3 关 BA4 仍 成 立 。 
先 阵 代表 群 的 元 素 受 到 广泛 应用 《参考 习题 4.2.7 和 
7 一 4,12 节 》 。 在 群 论 里 把 作为 群 的 元 的 矩阵 的 迹 称 为 指 
标 。 人 这 种 特别 命名 以 引起 人 们 注意 的 理由 是 ， 即 使 矩阵 发 生 
变化 ， 但 年 阵 的 迹 即 指标 却 保 持 不 变 。 
矩阵 的 逆 运 算 ”车 矩 阵 4 己 知 时 ， 问 题 是 怎样 找 它 的 道 
矩阵 4 


44 ”=4 4=! (4.36) 
根据 习题 4.2.27 若 4 的 行列 式 14| 关 0 时 
Cy 
Qs = Ta (4.37) 


车 行列 式 是 零 ， 则 称 4 不 是 正则 的 ， 不 存 在 道 失 阵 。 利 用 
(1,.37〉 就 要 求 |4| 六 0。 如 4.1 节 末 尾 所 述 ， 这 种 行列 式 不 
适合 于 高 维和 矩阵 的 数值 计算 . 

代替 上 述 的 许多 方法 当中 ， 最 好 而 且 用 得 很 普遍 的 一 个 
是 高 斯 - 约 当 的 矩阵 反 转 法 。 在 理论 上 它 是 以 习题 4.2.28 及 
4.2.29 为 基础 。 存 在 某 币 阵 Mzi 取 沫 积 MLA 时 ， 则 4 为 
a) _ 行 变 成 诛 行 的 常数 偿 ， 或 者 : 
(b) 一 行 可 以 用 原 行 减 去 另 一 行 的 常数 倍 来 蔡 换 ， 或 者 3 
(Cc) 换行 
用 另 一 短 阵 Ma 从 右 方 相 乘 得 4Me， 对 4 的 列 来 讲 和 以 上 有 
相 , 同 的 作用 

这 和 处 理 行 列 式 相同 ( 取 算 阵 的 冬 积 》 意味 着 要 和 行 和 
列 打 交道 ， 因 此 ，4.1 节 的 高 斯 - 约 当 的 消去 法 也 适用 于 年 阵 


元 素 ， 印 存在 某 矩 阵 Mr (或 Ma) @ 
MrA=TI 《4 .38) 


”Oi det 1(A) 天 0。 
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于 是 Mo,=A  。Mz 可 用 相同 消去 算 符 作用 于 单位 矩阵 来 获 
得 
MT= Mr (4.39) 
要 型 清楚 这 一 点 ， 还 需要 一 些 例子 ， 
例题 4.2.1 高 斯 - 约 当 的 矩阵 反 转 法 . 


“| | (4.40) 


我 们 要 寻求 4 的 道 矩 阵 。 为 方便 起 见 把 4 与 1 一 起 写 出 ， 
进行 相同 的 运算 . 
‘321\、 /100 
| 2 :1 |) | 010 | (4.41) 
四 .114/: \001 
使 各 行 分 别 增加 常数 倍 ， 使 得 ar; = 1 : 
/1 0.6667 0.3333 ， /0.3333 0 0 
| 1 1.5000 0.5000 | | 0 0.5000 中 (4.42) 
1 1.0000 4.0000 / 0 0 1 
从 第 2， 第 3 行 减 去 第 工行 
0.6667 0.3333 . 


/ 0.3333 0 0 
0 0.8333 0 .1667 | | -0.3333 0.5000 0 !. (4.43) 
0 0.3333 3.6667 / \ 一 0.3333 0 1 


其 次 用 0.8333 去 除 第 2 行 (就 双方 的 第 阵 )， 再 从 第 1 行 减 
去 它 的 0 .6667 倍 ， 从 第 3 行 减 去 它 的 0.3333 倍 时 


100.2000、 / 0.6000 -0.4000 0 | 
k 1 .2000 } oto 0.6000 0 | (4.44) 
0 0 3.6000 -0.2000 -0.2000 1/ : 
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用 3.6 去 除 第 3 行 ， 作 为 最 后 阶段 取 第 3 行 的 0.2 倍 。 分 
别 从 上 面 两 行 厂 去 它 ， 得 到 的 矩阵 对 为 


100 0.6111 ~0.3889 一 0.05S56 
0 10 | -0.3889 0.6111 -0.0556 |。 (4,.45) 
O00 1 \ 一 0.0556 -0.0556 0.2778 ， 


验算 是 用 原来 的 A 乘 上 计算 出 来 的 4-!。 和 看 看 实 际 上 是否 
能 得 到 单位 矩阵 !。 结 果 求 到 小 数 点 四 位 ， 得 


0.9999 ~0.0001 一 0.0002 
AA”! -| -0.0001 0.9999 -oo | (4.46) 
-0.0002 —0.0002 1.0000 
右边 在 取 会 误差 〈- 0.5555 当 作 - 0.5556) 范围 内 成 为 单位 
秆 阵 ， 

和 一 次 联 立 代 数 方 程 的 高 斯 - 约 当 的 解 法 相同 ， 这 个 方 
法 很 适合 于 大 型 计算 机 。 事 实 上 ， 高 斯 - 约 当 的 和 矩阵 反 转 法 
作为 子 程序 (subroutine) 在 程序 库 (program Library) 也 
许可 以 使 用 。 


悦 题 


4.2.1 试 证 明年 阵 的 乘积 满足 结合 律 。 
4.2.2 4 和 时 可 对 易 时 ， 试 证 明 
[4,B]J=0 
(A+B)(A-B)=A*—B: 
4.2.3 下 式 成 立时 ， 试 证 明 矩 阵 4 是 线性 算 符 
A(cyri t+ors) = Cc Ar +c,Ar,. 
显然 nxt 矩阵 是 r 维 矢 量 空间 的 最 普遍 的 算 符 。 这 . 
意味 着 任何 算 符 在 7 维 空 间 里 和 和 矩阵 粕 辐 ， 
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4.2.4 (a) 复数 4+ 计 可 用 2 2 和 矩阵 来 表示 《 即 同 构 》，。 


b 
a+i nes © p 4 
一 / 


证 明 这 个 矩阵 志 示 对 《i) 求 和 和 《ii) 乘积 都 是 对 
的 。 
(b) 试 求 出 对 应 于 (a+ ib)-! 的 矩阵 ， 
4.2.5 车 4 为 nxn 矩阵 时 ， 试 证 明 
detf( ~ A)= (—1)"det4 
4.2.6 矩阵 C 是 A 和 的 乘积 ， 试 证 明 C 的 行列 式 等 于 A 
和 5 的 行列 式 的 式 积 
det C=detAx detB., 


4.2.7 三 个 矩阵 为 
a- (~ 0 \ p=(° ,) c-( 。 3 
-0 -1 1 OF 一 ] 9 
试 作 出 两 两 相 霖 的 所 有 可 能 组 合 ， 并 包含 自 乘 ， 试 用 


ABC 及 1 表示 其 结果 。 这 三 个 入 阵 和 单位 矩阵 作成 四 
”元 群 ,在 4.7 及 4.8 节 反 复 参 考 这 个 群 。 z 


4.2.8 0 0 1; 
KEKE=! -i0 0 
.0-10 


时 车 7n 妆 0， 试 证 明 K” = 及 民政 (nn 办 子 )=1 

4.2,9 证 明 雅 可 比 恒等式 

[4KB,C]]=[B,5[A,C]I]-KC,[A,DB]D]。 
这 对 基本 粒子 的 矩阵 表示 很 方便 ， 须 注意 雅 可 比 恒 等 
式 和 1,5 节 的 ABC-CAB 律 [A x (BxC)=(C. A)B 
- (4 .有 )C] 在 形式 上 相同 ， 

4.2.10 证 明和 矩阵 
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/10 1 0 /0 0 6 


0 0 0 0 0 0/ WO 0 0/ 
满足 下 列 对 易 关 系 
[4,B]=C，[4,CJ]=0 [B.C] =0. 
加 这 些 和 矩阵 用 于 通过 李 代 数 去 研究 厄 米 特 多 项 式 舍 。 
4.2.11 就 3 个 矩阵 


010 0 0 0 0-1 0 0-1 0 
,1-1000| -ioo-iol lo 0.01 
一 oo01=o1 00| -1 000 

0 0-1 0/ 10 00 0 -100/ 
证 明 下 列 各 问 


《a) 广 = 天 = 天 = 一 但 了 为 单位 算 阵 。 
tb) 1= 一 让 =K 

k= -ki=i, 

Kki= ~ik=j. 
这 三 个 矩阵 加 上 单位 年 阵 ， 成 为 四 元 数 的 元 。 代 替 它 
的 元 可 由 四 个 2x2 和 矩阵 ici，ic:z，-tios 以 及 工作 
成 ， 其 中 5 是 泡 里 的 自 旋 矩 隆 (习题 4.2.12)。 

4.2,12 三 个 泡 里 自 旋 和 矩阵 由 


0 1 0 -i 1 0 
Z1 = ).o= 08 =: .| 
1 0 ‘i 0 0 -1 


确定 。 证 明 下 列 性 质 


(a) 0 = 1， 


一 一 一 一 


BBruria Kaufman。 Special Functions of Mathematicai Physics 
from the Viewpoint of Lie Algebra,”J. Mathematical Phys 7.447 
C1966) 。 、 


2 了 3 


(bY 0i0y = ior, i,j,K)= (1,2,3),(2,3,1), (3,1,2)s 
《c) oloy+ 0101=2041。 《循环 置换 ) 
: 这 些 逢 阵 泡 里 曾 用 于 电子 自 旋 的 非 相 对 论 理 论 。 
4.2.13 利用 上 个 问题 的 泡 里 的 5 证 明 下 式 
(oa)(Io8)=apd+io (axe) 
其 中 o=ios+joyt+hos 
a 和 为 通常 的 矢量 。 
4.2.14 自 旋 为 1 的 粒子 ， 可 用 下 列 矩 阵 来 描述 


010 0 
“ " 四 
Y HE ), 

1 0 0 

we 

0 0-1 


证 明 下 列 性 质 
(a) [M-,M,]J = iM,8 等 。 下 标 用 循环 置换 的 列 维 - 奖 
维 塔 符号 〈3.4) 时 ， 可 写成 如 下 形式 
CLM, ,Mj 三 lersnM,. 
(b) M? =Mi+ Mi+M:=21， 其 中 1 为 单位 矩阵 。 
(© ICM,MiI=0, 
~ CM.,L*) = LL:'*, 
CL*,L™)]=2M, 
但 L*+ 二 M+ iM，,. 
L- 二 M, - iM,, 
4.2.15 利用 另 一 表示 
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00 0 007 
“| | 000 } 
0i 0 -i00 
0 -7 0 
we ,| 
0 0 0 


\ 


重 解 上 间 。 在 4.10 节 这 个 矩阵 作为 旋转 结 阵 的 生成 元 


" 


出 现 。 
4。.2.16 对 自 旋 3/2 利用 和 矩阵- 
0 3 0 0 
M -IIv3 0 2 | 
2 0 2 0 3 
0 0 3 0 
0-3 0 0 30 00 
ii 3 0 -2 0 _110 1 00 
Ms= 3 0 2 0-v 3 M:= = 00-10 
0 0 3 0/ O00F -3 
重 解 习题 4.2.14。 


4,2.17 算 符 中 和 和 角 动量 算 符 的 x 及 y 分 量 j: 和 jy 可 以 对 
易 ， 证 明 p 和 和 角 动 量 的 第 3 分 量 可 对 易 
[p，jz]=0 
提示 ， 角 动量 分 量 必须 满足 习题 4.2.14(a) 
4.2.18 习题 4.2.14 的 L+ 和 -矩阵 叫做 升降 算 符 ,L* 作用 
于 自 旋 投影 为 m 的 系统 时 ， 只 要 m 不 是 最 大 ,，L: 就 
使 自 旋 投 影 提高 到 m+1。 作 用 于 maax 时 变 成 零 。 
同 理 ，L- 使 自 旋 投影 下 降 1 。 | 


‘0 10 /0 00 
"le 机 1 0 
0 00 0 1 0 
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用 ww 2 除 习题 4.2.14 的 结果 ， 证 明 下 列 关系 式 
三 { 人 0， 人 二 = 和 堆 列 天 量 
LO0T= {1}, L710} = {-1} 

L' {1t = 零 列 天 量 , {1} = {0} 


. {0 :0 ‘1 
score 
\0 0 


117/ 


各 代表 自 旋 投 影 为 -1，0，1 的 状态 。 

4.2.19 矢量 4 和 局 用 张 量 工 结合 起 来 

B=T.A | : 

试 证 明 即 使 给 定 刀 和 4，T 工 的 分 量 也 并 不 存在 上 唯一 
的 解 。 这 也 就 这 为 什么 不 能 定义 矢量 的 商 B/ 人 的 理 
由 。( 例 外 情形 是 A 与 B8 平行 时 工 为 标量 ， 所 以 这 
不 算 在 内 。 

4。2。.20 某 矢 量 的 道 可 在 下 式 意 义 下 来 确定 

A.A-!=A-!.A=1. 

证 明 用 这 一 关系 唯一 地 定义 AA! 并 不 充分 ,。 及 具有 无 
穷 多 个 道 . 

4.2.21 4 为 对 角 和 矩阵 ， 车 它 的 对 角 分 量 儿 不 相同 。 试 证 明 B 
和 A 可 对 易 时 ，B 也 是 对 角 和 矩阵 。 

4.2.22 车 4 和 B 可 对 易 时 ,i 证 明 4 和 B 为 对 角 和 矩阵。 

4.2.23 若 在 3 个 矩阵 A,B,C 之 中 有 两 个 可 对 易 时 ， 试 证 明 

ttace( ABC ) =trace(CBA ) 
4.2.24 若 {x} 为 N 维 列 矢量 ,Cy) 为 N 维 行 矢量 时 ， 证 明 下 式 
trace({XFE7] ) = [YI{x}. 

4.2.25 (a) 两 个 正则 和 矩阵 如 果 是 反对 易 的 ， 试 证 明 各 年 阵 

的 迹 为 零 ( 记 谓 正 则 是 指 和 矩阵 元 素 的 行列 式 不 为 零 )。 
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(b) 作为 (a) 成 立 的 条 件 ， 4 和 了 引 分 别 为 丸 x8 怎 

了 阵 ,an 为 偶数 。 试 证 明 * 为 奇数 时 会 产生 矛盾 。 

4.2.26 若 矩 阵 有 逆 时 ， 证 明 它 的 道 可 唯一 地 确定 。 
4.2.27 4-: 有 元 素 


时 ， 但 Cj 是 |4| 的 第 元 个 代数 余子 式 
证 明 4-:A=I1 
其 中 4-! 为 4 的 逆 逢 阵 (但 1|4| 志 0》. 
4。.2。28 求 具有 下 列 性 质 的 矩阵 Mri。 有 苹 积 MiA 等 于 4， 但 
(a) 工行 变 成 kK 信 (a 一 kasy,， 1=1，2,， 3 )》 。 
(b) 守 行 用 “从 原来 的 主 行 减 去 za 行 的 k 倍 ”来 替换 
Cass—>a17 — kasss js1, 2 3 》。 
(c) 交换 i 行 与 m 行 (qis—>ans, Qns>04 i= 
1 2,3……… 》 
4.2.29 求 册 有 下 列 性 质 的 矩阵 Me。， 乘 积 4Ma 等 于 4。 
(a) 取 i 列 的 人 入 《ay = Fa 1=]1，2，3…) 。 
(b》i 列 用 “从 开始 的 革 列 减 去 吉 列 的 k 售 ? 来 普 
换 《ay 一 0jf 一 Kay。71 = 全，2。3… )。 
飞 C ) 交换 i 列 与 mn 列 《ay 一 Gym， dymY Oyty j= 
1 23 
4.2.30 求 下 列 和 矩阵 的 逆 


/3 2 1\ 
\ 了 了 4 
4.5 正 交 和 矩 阵 
通常 的 三 维 空间 ， 可 用 常 抑 的 直角 和 坐标 (Xx,y,?) 来 描 


述 ， 考 虑 第 2 组 直角 举 标 《x ,y',z) ,让 这 一 些 标 原点 和 第 
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1 组 坐标 原点 相 一 致 ， 假 设 方向 不 同 。 在 这 一 节 里 ， 从 另 一 
侧面 和 另 一 关系 把 第 1 章 和 第 3 章 的 要 点 ， 反 复 加 以 前 明 。 
第 1 章 和 第 3 章 把 注意 力 集中 于 矢量 和 张 量 。 在 这 一 章 着 重 
于 前 述 坐 标的 旋转 。 

方向 余弦 沿 x“ 轴 (人 )》 的 基 矢 用 通常 的 投影 方法 
可 分 解 为 Y，?7 及 z 轴 方 回 的 分 量 


1 = zcCOS(CX'，X) 十 Jcos(X7' ,yy) + kcos(x’ ，Z) 。 


《4.477 . 
为 方便 起 见 把 这 些 余弦 〈 方 向 余 荡 ) 记 为 
COS(X/,X)=a1, 
COS(X,Y)=a11, (4.48) 
COS(X/,2)=a, | 
接着 有 COs(y’ ,XxX) =a, 1,(a,1 E01,) 
cos(y ,7?) = gs :等 等 。 (4.49) 


于 是 (4.47) 可 写成 
i 一 ia + Jal, + Ra, ,, 
7 了 =ia,, + ja,: + Ra,,, (4.50) 
“=tiasit jass + ha,;。 
i,j， 尺 也 可 以 分 解 为 带 撤 系 的 分 量 
=i/adl + Ja +k’a,, 
7 了 = aa+y aas+ 天 as (4.51) 
=i’als + ja.s +R’a,,, 
使 下 标 1 对 应 于 i 及 1 ,2 对 应 于 j 及 7 ,3 对 应 于 有 及 hk 时 ， 
则 ay 开始 的 下 标 对 应 于 带 撒 的 基 矢 (i’，7’，k’) ， 后 面 
的 下 标 对 应 于 基 天 (i，J，&). 
应 用 于 矢量 考虑 某 矢 量 、 假 设 其 分 量 为 空间 坐标 的 函 
数 
V(x,Y,2) =iVs + JVy+ RV, 
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多 Y3" 如 光 
N | 
全 
\ M 
. \ yy oy 
4 Bd 
人 oo 
% 
和 
f 
和 所 hh 
Ef 六 


图 4.1 竺 卡 儿 直 和 角 和 坐标 
mV /x 21 2) = V+ IV,. +h’V.. (4.52) 


矢量 记 代 表 的 位 置 ， 由 坐标 〈x，?y。，z) 及 (x ,y’,z’) 的 双 
方 来 确定 .利用 〈4.51)》 消去 zi 万 时 ，(4.52) 可 分 离 
为 3 个 标量 方程 
VemalVs 本 
Y =QaVrt+ a,..V,y + Qs 3V «9 (4.,53) 
VmasiVst a Vy+ assVs, 
尤其 是 ， 这 个 关系 对 于 位置 《x，y，2) 及 (xy'，21) 也 
是 成 立 的 ， 所 以 有 
NX maQiiX+ai2y+aiszs 
Yas 1X+ as 32) + assZ, (4.54) 
Z/=asiX+ds2y + assZ, 
为 方便 起 见 ， 把 描述 方式 稍微 改变 一 下 ， 
XrX ys | ~ 
yxX,, (4.55) 
BX, 


对 带 撤 的 坐标 也 一 样 。 根 据 这 种 换 述 ，3 个 方程 《4.54) 可 
写成 
z Xi 三 >》 ， arsXy 《4 .56) 


了 可】 


i 取 1,2,3 所 以 结果 是 三 个 分 立方 程 。 
这 些 结果 暂时 放 在 这 里 ， 再 用 别 的 方法 来 分 析 这 个 间 
题 ， 考 虑 两 个 坐标 系 (xi ，xz，xs) 程 《Xi，X，X3) 。 它 
们 都 取 同 一 点 为 坐标 原点 。 空 间 中 某 点 在 不 带 撤 的 系 里 用 
(x,，x:，xs) 表示 。 在 带 撤 的 系 里 用 〈xi，x，x) 表示 。 
须 注意 同一 符号 x 既 用 表示 坐标 办 也 表示 沿 该 轴 离 开 原 点 的 
起 离 。 因 我 们 的 系统 是 线性 的 , 所 以 x 必须 是 xi 等 的 线性 
组 全 _ 
x = Tansx | 4.57)> 
z 6 
ai 和 前 面 出 现 的 方向 余 纺 一样。 以 后 就 二 维 情形 再 来 阐 表 
它 。 两 组 量 在 不 带 撤 系 里 用 (Y， ，Y :， Vv ,)， 在 带 撤 系 里 用 
(Vi,V,V;》 表示 。 如 果 它 们 所 满足 的 关系 和 两 个 不 同 坐 标 
系 之 间 某 点 坐标 所 满足 的 关系 《4.57)〉 相同, 则 
Vi= YawyV; (4.58) 


=i 


和 1.2 节 一 样 ， 量 (7Y,，Y。，Vas) 定义 为 矢量 的 分 量 。 
即 矢 量 是 根据 坐标 系 旋 转变 换 性 质 来 定义 。 某 空间 的 坐标 作 
为 天 量 的 原形 来 处 理 。 这 种 定义 的 实用 性 在 第 3 这 黑 已 经 明 
确 ， 并 推广 到 虱 矢 量 和 虱 张 量 。 

. 从 (4.56) 就 ay 可 得 到 有 趣 的 信息 。8ry 表示 举 标 系 
(x1。 xX:，Xs) 对 坐标 系 (xx 。，%)》 的 相对 方 加 。 因 在 
双方 的 系统 里 从 原点 到 该 空间 点 的 距离 相等 。 所 以 
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2 
@ 
= (os)( Danxs) 


= 2 XjXk D2, Qsjydsre (4.59) 
+4, 上 下 
这 上 只 有 当 Dj Qader = Os fok=1,2,3 《4.60) 
é 


成 立时 ， 才 对 所 有 的 点 都 对 。 必 要 的 话 ， 回 到 (4.59) 假设 
r= (1,0,0)，(0,1,0)，(0,0,1) (1,1,0) 等 ， 只 要 计算 一 
下 〈4。60) 左边 9 个 关系 式 ， 就 可 以 看 出 这 个 式 子 是 对 的 。 
某 给 定 的 一 组 a;y 对 所 有 的 7 (4.59) 必须 成 立 。 因此 , 可 以 
看 出 来 ，(4.60 ) 乃 坐 标 旋转 时 ， 要 求 长 度 不 变 的 必然 结果 ， 
也 叫做 正 交 条 件 。 因 ay 可 写成 矩阵 4 故 为 正 交 矩阵 。 可 是 
要 充分 注意 〈4.60)， 并 不 是 矩阵 的 乘积 。 这 个 式 子 可 解释 为 
A 的 列 之 间 的 内 积 。 
《4.56》 用 和 矩阵 表示 为 
{x =A{x} : 《4.61) 

正 交 条 件 一 一 二 维 情形 为 了 熟悉 ory 或 正 交 条 件 ， 先 
讨论 一 下 二 维 旋转 在 3 维 的 系统 里 ， 可 认为 x， xz 轴 转 
绕 xs 轴 旋 转 ) 由 第 1 草图 1,6 
Xi =2%icos 9 + xs Sin gq, | 
X2 = ~ xisin gt X20C05 gp。 (4.62) 


”根据 《4.61) 


CDS sin 
A= ( 9 “ 


(4.63} 
一 Sin 9 ¢os 9 


竹 须 注意 用 的 是 两 个 独立 的 角 标 j 与 
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看 图 1.6 就 可 知道 Ci = cosp = cos (Xi xi1)， 


lz 一 Sin 9 = cos(- 一 9) = COS(X1,X,) 等 等 


矩阵 元 oy 和 方向 余弦 是 一 回 事 。 (4.60〉 的 正 交 条 件 为 


sin2qg + cos?qg=1 (4.64) 
sin gg cos wg— sin m9 cosp=0 (4.65) 
向 三 维 推 广 ”【〈 围 绕 xs 轴 逆 时 针 作 角度 p 的 坐标 旋转 ) 
简单 地 表示 成 加 
cosp sing 0 
“| ~ sing cosg s (4.66) 
0 0 1 


cas = 1 表示 x: = xs。 力 围绕 x, 轴 的 旋转 。 其 中 有 的 元 素 为 零 
保证 了 x, 和 x; 与 x; 无 关 ， 而 且 x: 与 Xx, 和 Xx 无关 。 换 句 话 
说 ，x， 和 x: 形成 一 -不 变 子 空间 ,x。 本 身 就 形成 不 变 子 空间 ， 
A 的 普遍 形式 是 可 约 的 ， (4.,66) 给 定 一 个 可 能 的 分 解 。 

送 算 阵 A-! 回 到 - 般 的 变换 矩阵 4。 闻 矩阵 4-: 用 

= (4.67) 

来 定义 。 即 4- :表示 用 4 来 规定 的 旋转 的 逆 ， 使 坐标 系 回 到 
原来 的 位 置 。 把 (4.61) 和 (4.67) 结合 起 来 时 


{x} = AT!'A1x}, (4.68) 
因 {x} 是 任意 的 ， 所 以 有 
AAA4= 了 (4.69) 


右边 变 成 单位 矩阵 。 同 于 利用 (4.61) 和 (4.67)， 和 替换 {x^ 
并 消去 {Xx} 时， 得 
44- = 了。 (4.70) 
转 置 拭 阵 本 上 面 定 义 的 道 矩阵 4 :的 元 素 ， 利 用 正 交 
条 件 可 以 确定 。 正 交 条 件 和 和 扼 阵 乘积 的 定义 虽 不 相同 ， 但 定 
义 下 列 新 矩阵 
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sj = tye (4.71} 
后 ， 就 可 以 写成 乘积 的 形式 。4 叫 做 4 的 转 置 ，。 抬 4 的 行 
与 列 交 换 即 得 ， 于 是 (4.60) 变 成 

AA=I (4.72) 

这 是 正 交 条 件 的 男 一 写法 ， 也 可 以 天成 是 正 交 条 件 的 一 个 定 
义 : (4.72) 右 乘 以 4-!:， 再 参考 (4,70) 时 ， 有 

A=A-! (4.73) 

于 是 得 到 道 甜 阵 等 于 转 置 窍 阵 的 重要 结果 ， 这 当然 只 是 对 正 
交 和 扼 阵 才 是 对 的 ， 也 可 看 成 是 正 交 条 件 的 另 一 写法 。 

(4.73) 左 乘 以 和 A 时 ,得 


AA=1, (4.74) 
2 ayiaps 一 人 《4 .75) 


这 也 是 正 交 条 件 的 另 一 种 形式 。 
这 些 和 矩阵 为 什么 用 正 交 六 个 词 ， 现 在 有 可 能 正确 理解 ， 假设 
方向 余 终 的 抢 阵 的 一 般 形 式 为 
Cl Gis Qs 
| dys Osa G23 
al Cs Qss 
Gy 是 xe 和 x; 之 韶 的 角 的 余 苞 。 因 此 ai， als，Q1s 对 XxX1， 
Xxs，Xs 来 讲 是 x 的 方向 余弦 。 人 的 这 三 个 元 素 是 用 来 定义 
沿 Xi 的 基 矢 i 的 ， 即 
1 =1ia11+ fais + ka,,. 
正 交 关系 4.75) 只 是 说 明基 矢 ?"，7"，A/ 相互 成 直角 ， 
即 正 交 。 正 交 变换 抵 隆 4 是 使 一 个 直角 坐标 系 向 第 2 个 直角 
坐标 系 旋 转 。 
殉 拉 角 变换 矩阵 4 虽 有 9 个 方向 余弦， 但 其 中 只 有 三 
个 是 独立 的 ， 〈4,60) 规定 了 6 个 约束 条 件 。 要 固定 旋转 轴 
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必须 有 两 1 参数 “ 球 举 标 时 是 9 和 9) 。 其余 参数 是 描写 转 
绕 固定 畏 的 旋转 最。 存 力学 的 拉 格 朗 日 形式 里 ， 与 其 用 过 多 
的 方向 企 孩 ， 倒 不 如 用 3 个 独立 参数 弓 来 描述 4， 参 数 …… 般 
选用 欧 拉 外 @, 

这 一 闻 的 由 的 是 描述 旋转 系 xf; ， 光 ，%% 对 原来 的 
坐标 系 (x;，xs, Xx，) 的 相对 方向。 这 要 经 过 三 个 阶段 才 


”到 达 最 后 坐标 系 ， 各 阶段 包含 用 一 个 欧 拉 但 来 表示 的 - -个 旋 


转 。 


1。xi Xs 局 是 将 xi， xs，xs 围绕 Xs 轴 逆 时 针 旋 转角 
2 而 得 ， 《xs 和 x; 办 相等 》 © 


图 4.2 (a) 围绕 xs 角 a 的 旋转 8 (b) 围绕 %; 角 
8 的 流转:5 (ec) 围绕 x*; 角 ?Y 的 大寺 
四 欧 拉 角 的 定义 有 和 厦 考 数目 一 样 多 的 定义， 这 里 选 用 的 是 在 群 论 及 角 动 
最 的 量子 理论 领域 里 常用 的 。 
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2。X!1，。x;，x: 轴 是 将 xx， 2，x 轴 合 围绕 xz 轴 逆 时 针 


旋转 角 有 而 每 “xs 和 x; 相等 ) 。 


最 后 的 旋转 是 围绕 x: 轴 逆 时 针 旋 转 用 Y， 得 ,XI 9 


X; 系 (Xs 利 x3; 办 相等 ) 。 


代表 这 些 旋 转 的 三 个 矩阵 是 : 
/ COoS4 sing 0 
R(a)=!: — sina cosa , 
0 .0. 1 


这 其 实 就 是 (4.66) ，- 


Ry(B) = 0 1 0 
sin8 0 cosBh 
以 及 / cosy Siny 0 
co -| -- Siny COsy 
0 
整个 旋转 可 图 惩 阵 的 三 重 积 来 表示 


Al(a,B,r) = R.(Y)R,(B)R,(a) 


/ cosB 0 -sinB | 
» 


《4.76) 


(4.77) 
《4.78) 


(4.79) 


(连续 变换 的 分 量 表 示 放 到 (4.89~4.92) ) 。 
要 注意 旋转 次 序 ，R。(a) 先 作用 ， 其 次 是 Rs(B), 最 后 才 


是 RxY)。 直 接 取 乘积 时 
cosy cos 6 cosa - siny sina 
A(a, B,Y) = | 一 Siny CoOsB cosa 一 cosy sina 
sinB cosa 
COsSY COSB sine + siny cose 
- Siny cosp sina + cosycoso 
Sinp sina 


一 


一 COSY sing8 
siny sing | 
i cos8 1 

(4.80) 
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令 4(a) 等 于 A(a, B, Y)H， 则 各 元 素 相 等 ， 就 确定 四 


了 用 三 个 欧 拉 角 来 表示 的 方向 余弦 。 利 用 这 种 欧 拉 角 和 方向 
余弦 的 等 同性 可 以 证 明 (1.41》 的 方向 余 弦 恒 等 式 . 而 且 是 
比 习题 4.3.3 更 为 精练 的 方法 . : 

用 欧 拉 角 来 描述 旋转 ， 形 成 在 4.9 节 里 展开 的 旋转 群 的 
基础 

从 前 面 的 讨论 会 注意 到 ， 矩 败 有 丙种 方法 ， 一 个 是 它 的 
分 量 或 把 整体 作为 一 个 量 来 处 理 ， 各 有 优点 ， 都 是 有 用 的 . 

再 来 考虑 计算 (5T)-'， 假 设 ST 为 矩阵 的 乘积 并 有 逆 
年 阵 ， 很 明显 ， 有 : : 


~ (ST) (ST)-!=1, z (4.81) 
从 左 方 按 次 序 先 乘 以 S™! 再 莱 以 三 ! 时 
: (ST) != T7571!, : (4.82) 
即 乘 积 的 逆 等 于 政 次 序 的 逆 和 矩阵 的 乘积 ， 这 个 事实 很 容易 推 
广 到 两 个 以 上 的 数 的 乘积 。 


(SY) 的 计算 考虑 分 量 来 进 行 较为 合 适 。 令 口 = ST 时 


到 1 = >》 ， ststys 
本 


= Bs (4.83) 
这 里 利用 转 置 扎 阵 的 定义 ， 
Wty = bre (4.84) 
则 《4.83》 成 为 
: (ST) = 75， (4.85) 
即 乘 积 的 转 置 等 于 转 置 拓 阵 的 逆 虎 有 习 积 。 &, 


在 以 上 两 个 说 明 当 中 、 须 注意 ， 并 不 要 求 S、T 一 定 是 
正 交 和 些 阵 。 

对 称 性 ” 转 寻 矩阵 对 对 称 人 性 的 讨论 是 很 有 用 的 ， 如 果 
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是 和 四 


4=4，cr=aA 《4。.86)》 


就 叫做 更 阵 是 对 称 的 ， 或 


A= -A, d= -ays (4.87) 

则 叫做 友 对 称 和 矩阵 。 在 这 种 情况 下 对 角 元 素 为 零 。 任 意 〈 正 
方 ) 惩 阵 可 写成 对 称 矩 阵 与 反对 称 扎 阵 之 和 。 其 实 这 并 不 难 
4= 二 [A++ 二 [4- 了 (4.88) 

CA+ 科 很 明显 是 对 称 的 ， 而 4-4 是 反对 称 的 这 和 相 当 于 


有 关 张 量 的 第 3 章 的 〈3.22) 的 行列 式 。 
连续 旋转 ， 拒 阵 的 积 回 到 正 交 抢 阵 ， 继 续 进 行 坐 标 旋 


| {x/} = A{x} 《4.89) 
进行 由 B8 所 规定 的 第 2 次 旋转 四 

{x*} = B{x’}, (4.90) 
用 分 量 来 表示 时 ， 有 

Xr = 2 bisXy 
= Db ozxs 

= > ( 王 poonxr。 (4.9D 
因 就 ; 求 和 是 定义 矩阵 C= 4B 也 就 是 乘积 ， 所 以 

Xy = DCipXe, : (4,92) 
从 此 可 以 看 到 和 气 阵 乘法 是 有 用 的 。 


C 的 物理 意义 表明 ， 两 个 矩阵 的 矩阵 乘积 BA 和 从 不 带 撤 的 
系统 向 带 质 撒 的 系统 的 坐标 系 直接 变换 的 旋转 是 相同 的 。 
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图 4.3 国定 坐标 一 旋转 矢量 
到 此 为 止 ， 把 正 交 和 矩阵 解释 为 坐标 系 的 旋转 ， 根 据 这 个 
旋转 ， 某 国定 矢量 (不 和 坐标 系 一 起 旋转 ) 的 分 量 发 生变 化 
(第 1 章 图 1.6)。 但 (4.89)， 也 可 以 解释 成 六 和 失 量 向 相 反 
方向 的 旋转 〈 图 4.3) 。 
把 矩阵 和 4 看 成 是 把 矢量 7 旋转 到 >: 所 下 示 的 位 置 ， 
ri= Ar 《4.93) 
这 里 ， 利 用 害 阵 B 来 旋转 坐标 ， 即 把 (x，?>，z) 旋转 
到 (Xx’,y ,2z/) 
Br, = BAr 
= BA(B-1B)r 
= (BAB-1)Br. 《4.94) 
ri; 在 新 坐标 系 里 用 Br, 来 表示 ( 饼 量 本 身 不 变 )，Br 也 可 以 
”同样 考虑 。 于 是 在 新 的 系统 里 ， 位 置 (Br) 可 用 BAB-'! 旋 转 
到 位 置 (Br,), 换 句 话 说 ， 在 用 和 矩阵 8B 把 坐标 旋转 以 后 的 新 系 
统 里 ，4 成 为 A’ 的 形式 ” 
A’=BAB-! (4.95) 


相似 变换 ”如 众所周知 ， 甜 阵 B 不 要 求 正 交 时 按 (4。95) 
来 定义 的 变换 4 是 A 的 相似 变换 。 z 


《4。95 ) 用 分 量 表示 时 ， 有 
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4 


Qs = 和 biraribry {4.96) 


其中 如果 是 正 变 短 阵 的 放 / z 
bz = bis = by (4.97) 
及 以 


a = 2 bsgbyiass | (4.98) 
hal 


和 张 量 的 关系 - (4.98) 和 3.1 节 的 式 子 相 比较 时 ， 可 
以 看 出 它 是 二 阶 张 量 的 定义 。 从 定义 可 知 ， 能 够 正 交 相 似 变 
换 的 矩阵 是 张 量 。 很 明显 ， 像 (4,93〉 那样 ， 可 以 看 成 是 使 
矢量 旋转 的 任意 正 交 矩阵， 可 叫做 张 量 ， 然 而 车 作 为 确定 某 
坐标 系 的 新 方向 的 方向 余 莹 的 集合 来 考 嫩 正 交 夭 降 的 请， 那 
就 不 能 包含 张 量 的 变换 。 

上 面 定义 的 对 称 性 和 反对 称 性 在 正 交 相 似 变换 下 是 守恒 
的 。 设 4 为 对 称 和 矩阵 4= 4。 


A’=BAB"!, “(4.99) 
A’= EA =- B-1AbB = BAB-!, 《4.100) 
所 以 A’ =BAB-! = A’, 《4.101 


这 表明 对 称 性 在 正 交 相 似 变换 下 是 不 变 的 ， 一 般 在 非 正 交 相 
似 变 换 下 ， 对 称 性 是 不 守 电 有 ， 


习 是 


假定 所 有 算 阵 元 为 实数 . 

《3 1 让 证明 两 个 正 交 给 旗 的 条 积 介 为 下 交 竹 

| ， 这 是 表示 所 有 xm 正 交 和 矩阵 作成 群 的 要 点 之 一 
oo 9) . 


4.3.2 如 果 4 是 正 交 矩阵 ， 试 证 明 其 行列 式 的 数值 为 1。 
4.3.3 如 果 4 是 正 交 和 矩阵 ， 试 证 明 eis = Cts。Css 为 ois 的 余 
因子 ， 这 是 1.4 节 的 恒等式 (1.41) 。 
提示 ， 注意 习题 4.2.27. 
4.3.4 在 欧 拉 旋 转 里 … 般 使 用 的 其 它 组 合 为 
。 围 绕 xs: 轴 角度 9% 的 逆 时 针 旋 转 
2。 图 绕 xi 轴 角 度 6 的 逆 时 针 旋 转 
3。 围 绕 *: 轴 角 度 节 的 道 时 针 旋 转 


x ft 

二 四 一 一 盖 人 十 一 

如 果 <=9 一 了 gp 2 
B=0 - 0=B 

7 -一 工 

TY 有 $=Y 2 


试 证 明 最 后 坐标 系 等 于 开始 的 坐标 系 。 
4.3.5 使 地 球 旋转 ， 新 北极 来 到 北纬 30 西 经 20°, 在 新 西 经 
20" 的 子午 线 上 ， 指 向 正 南 的 一 点 
(a) 描述 这 个 转动 的 欧 拉 角 如 何 ? 
(b) 试 求 和 上 述 相 对 应 的 方向 余 弱 
0.9551 —0.2552 -0.1504\ 
答 oa 0.5221 -os ) 
0.2962 0.8138 0.5000/ 
4.3.6 证 明 欧 拉 角 的 旋转 矩阵 (4.80〉 在 下 列 变 换 下 保持 不 
变 。 
CC 一 4 二 下 1 一 一 8 TY 一 一 工 
4.3.7 证 明 对 称 和 矩阵 和 有 反对 称 矩 阵 先 积 的 迹 为 零 。 
4.3.8 证 明 在 相似 变换 下 逢 阵 的 迹 保 持 不 变 
4.3.9 证 明 在 相似 变换 下 矩阵 的 行列 式 保持 不 变 ， 
4.3.10 证 明 在 正 交 相 似 变换 下 反对 称 的 性 质保 持 不 变 ， 
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4.3.11 证 明 在 正 交 相似 变换 下 和 扎 阵 元 的 平方 和 保持 不 变 。 - 
4.3.12 作为 4.3.11 的 推广 ， 证 明 


2 SsrT yr = >》 SinTin 
J {om 


其 中 假设 不 带 撒 的 元 素 和 带 抠 的 元 素 通过 正 交 相似 谈 
换 相 联系 。 这 个 结果 在 电磁 学 里 对 推导 不 变量 有 用 ， 
(参考 3.7 节 ) . 

4.3.13 假设 围绕 z 轴 的 旋转 9 + ， 作 为 围绕 z 轴 的 两 个 
旋转 9% 和 9。 连续 进行 。 利 用 旋转 的 和 矩阵 表示 . 试 推 
导出 三 角 函 数 和 的 恒等式 。 

COS(P1+P2)=C0s pcos ps, - sin gsing, 
sin(p, + 92) = sin gicos 9, + cos psin gp， 
4.4 和 斜 交 坐标 
整个 这 本 书 ， 矢 量 分 析 、 坐标 系 、 张 量 分 析 ， 以 及 矩阵 

等 ， 我 们 都 把 坐标 看 成 是 正 交 的 .然而 有 时 因 物 理 系统 的 要 

求 ， 使 用 非 正 交 坐标 系 即 斜 交 坐 标 系 才 合适 。 比 如 为 描述 某 

师 体 的 物理 性 质 ， 利用 根据 晶体 的 轴 选 定 的 坐标 系 是 最 方便 

的 . 这 些 轴 经 常 是 斜 交 的 . 

考虑 不 在 同一 平面 上 ， 基 矢 a,b,e 不 正 交 的 坐标 系 (为 
描述 晶体 ，a,b,e 也 没有 必要 一 定 是 单位 大 小 。 形 成 晶体 的 
原子 间 的 间隔 也 许 是 它 的 适当 长 度 ) . 任意 矢量 可 写成 

V =iV, + JjJV y+ RV =aVva+bVvoteVvo=V (4.102) 

假设 V 是 用 通常 的 直角 坐标 系 来 表示 的 矢量 ，Y 是 相同 

的 矢量 用 斜 交 坐 标 表 示 . 

作为 特殊 情形 (二 维 ，，j,k, 6b, ec， Eo 

面 上 的 情况 ， 如 图 4.4 所 示 ， 
现在 须 注 意 ， 能 够 求 出 Y 的 尖端 平行 于 c 的 投影 的 分 
量 ve 和 平行 于 6 的 投影 的 分 量 v。。 一 般 〈 三 维 ) 求 沿 一 个 
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图 4.4 V=jV,+hkRV,=bVvy+eVve=V 


基 矢 方向 分 量 的 手续 也 就 是 确定 一 个 平面 ,- 要 求 这 个 平面 和 
其 它 两 个 基 矢 所 组 成 的 平面 平行 而 且 通 过 V 的 尖端 。 把 用 
这 一 方法 求 得 的 分 量 ， 按 照 1.1 节 矢量 和 的 三 角形 或 平行 四 ， 
边 形 法 则 去 求 和 就 正好 得 到 了。 

如 4.3 节 所 作 的 那样 ， 从 (4.102) zi，7/，R&A' 分 别 用 
a 2， c。， 处 理 时 ， : 


a=idrt+ fay + has 


b=ib, + jb, + hbs : (4.103) 
c=ics+ jcy+ kcs 
假设 直角 坐标 分 量 相 等 
V.=a0rVat+brVy+CrVo 
V,=ayVve + byVvst+CyVo 《4.104) 
Vo=a Va tb Vat+CsVeo 
写成 矩阵 形式 为 
= Py 《4.105) 
但 ar br Cy 
P=! a, b, = (4.106) 
Na bs Cs> 


变换 矩阵 P 不 是 正 交 和 矩阵， 原因 是 作成 列 失 量 移 a,b;c 并 不 
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是 正 交 的 ， 出 
v=P-iV (4.107) 


作出 P-:。 管 案 在 1.5 节 已 求 过 ， 品 格 例 失 车 可 由 行 欠 量 确 


/ bxe p’/=_*a ), axb 


"Taxdb)e’ axb)e’ “~ (axbe: 
(4.108) 
这 可 归纳 为 一 个 矩阵 8 
a, a, Qa, 
co b， | (4.109) 
\ es C，C。 


须 强 调 指出 a ，6’，e’ 不 是 正 交 的 .而 且 这 些 矢 量 不 具有 
单位 长 度 ， 如果 a，656，c 有 某 种 量 纲 的 话 ， 则 a'，8'，e/ 
有 逆 量 纲 ， 如 有 果 a 代表 长 度 , 则 a' 代表 波 数 。 根 据 1.5 节 求 
”得 的 性 质 . . : 
PQ = QP =1, z 4.110) 
即 Q=P-!, P=Q°', 4,111) 
在 习题 4.4.1 里 推导 8 有 些 不 同 ,但 思路 相同 ,根据 (4.107) 
利 (4.111) 
v= QV (4.112) 


取 (4.105) 和 《4.112) 的 转 置 时 
rVY]=CvY]56 v=CVI6 (4.113) 


和 4,2 节 一 样 [代表 行 矢量 。 如同 VV 可 以 在 ae 空间 里 
分 解 --- 样 ， 也 可 以 在 〈 倒 格 矢 ) a 人 人 空间 里 分 解 . 给 
(4.102 一 107) 带 上 搬 号 ， 得 
V=O0v’, v’=PyY , (4.114) 
及 VI=LV’IOQ, [YI={IVIP (4.115) 
根据 ‘4.112) 和 4.115〉 两 个 矢量 以 和 Y 的 标量 积 为 
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CUIV} =CUDIPGOYT=CIV (4.116) 
{ + 代表 列 矢量 。 在 斜 交 坐标 里 ， 某 矢量 的 平方 不 锋 于 分 量 
的 平方 和 ， 而 是 斜 交 坐标 的 分 是 与 对 应 的 倒 格 矢 的 分 量 的 乘 
积 的 和 。 在 上 面 的 《4.116) 里 ， 假设 0 和 人 是 微小 长 度 
d 尺 = (dx,dy,dz) 时 y 由 (4.105)， 和 《4 116) 可 得 
ds? = [dRYJ{dR} = [drPP{dr}. (4.117) 
ds? 为 距离 元 的 平方 。dr 虽 和 dR 相同 ， 但 可 分 解 为 斜 交 坐 
标 . 根据 (2.4) ，PP 等 于 斜 交 坐标 的 距离 。 倒 格 点 的 距离 
为 G6， 
矢量 分 析 ， 特 别 是 在 斜 交 坐 标 里 进行 矢量 计算 ， 在 非 正 
交 系 的 张 量 分 析 范 围 内 来 考虑 问题 也 许 更 为 合适 。 用 3.1 节 
的 说 法 ， 则 v= (va,vs,ve) 为 道 恋 矢 量 。 与 此 相对 应 协 变 
矢量 为 倒 格 矢 的 (v。 vs，、v。)。 根 据 〈4。105)》 (4。112)， 
《4.114) ， 有 
{vi} = BP{V}, {Vv} = QO{Y}. (4.118) 
距离 PP 使 逆 变 矢量 变换 成 协 变 矢量 ， 相 反 06 把 协 变 矢量 
变 成 逆 变 矢量 . 


习 题 


4.4.1 根据 习题 4.2.27 的 结果 4 = -天 | 试 推导 下 列 关系 


;. axb6b 
(axb)*e” 


4.4.2 用 某 特 定 斜 交 坐 标定 义 的 失 量 
a=i, b=j, ce=(7+R)/2。 
(a) 试 求 P、9 以 及 距离 BP. 
(b) 如果 V=i+3J+2k， 试 求 v 及 Vv’, 并 证 明 下 式 
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Cv’I{V}= VV’, 
4.4.3 证 明 下 列 各 式 
(a) VvV,.=a*V, 
(b) ve =a’eV. 
须 注 意 ， 定 义 矢 量 a，a 的 唱 格 勿 须 具 有 单位 大 小 ， 
4.5 厄 米 特 矩 阵 ， 人 么 正和 矩阵 
定 义 到 有 目前 为 止 一 般 假定 第 阵 元 为 实数 ， 在 经 典 物 
理学 的 大 量 计算 里 ,实数 矩阵 元 也 许 够 用 了 .然而 在 量子 力学 
里 ， 从 作为 基础 的 对 易 关 系 的 形式 (或 从 与 时 间 有 关 的 薛 定 
调 方 程 的 形式 〉 来 看 ， 复 数 是 不 可 避免 的 。 因 此 向 复数 矩阵 
元 推广 。 为 便于 处 理 这 些 元 素 。， 定 义 车 干 新 的 性 质 ， 并 予以 


命名 。 
1。 复 数 共 力矩 阵 4* 取 各 元 素 的 复数 共 轿 (i-> -人 力 
而 成 ,但 i=wv-l。 
2。 转 置 共 红 矩阵 A* 取 A* 的 转 置 而 成 
A+ = A*= A* z 《4.119) 
3。 厄 米 特 矩 阵 ” 若 和 矩阵 4 有 
有 = A+ 《4.120) 


就 叫做 厄 米 特 惩 阵 〈 自 共 斩 和 矩阵 ) 
在 量子 力学 (或 矩阵 力学 )， 和 扼 阵 通常 作成 厄 米 特 矩 阵 。 
4。 么 正和 矩阵 ， 和 矩阵 如 果 有 
U+=U-, (4.121) 
则 称 为 么 正人 矩阵。 这 是 正 交 和 矩阵 (比如 (4.73) ) 概念 
的 推广 。 如 果 和 矩阵 元 素 是 复数 时 ， 则 物理 学 者 在 大 多 数 
情形 都 对 转 置 共 罗 矩阵 、 厄 米 特 矩 阵 或 么 正和 矩阵 颇 为 关 
注 * 在 量子 力学 里 么 正和 矩阵 特别 重要 、 原 因 是 它们 不 政 
变 (复数 ) 矢量 的 长 度 ， 这 和 用 正 交 些 阵 乘 实数 矢量 相 
类 似 .一 个 重要 例外 是 洛 仑 兹 矩阵 群 (3,7 节 及 4.12 节 )， 
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一起 人 bree re mE poppe Phe ered re yi :rr 


利用 因 下 夫 斯 基 空 间 后 ， 这些 矩 阵 昌 是 正 交 的 但 不 是 全 
正 的 . 
如 果 相 似 变 换 的 变换 和 矩阵 是 么 正 的 话 ， 这 个 变换 就 
叫做 么 正 变 换 。 
44=UAU+ (4。122) 
和 两 个 正 交 人 矩阵 的 乘积 仍 是 正 交 佐 阵 (习题 4.3.1) 一 
样 ， 两 个 么 正 窍 阵 的 乘积 仍 具 有 么 正 性 。 如 果品 !,。U0Us, 是 全 
正 的 ， 利 用 么 正 性 质 时 ， 有 
I= (UV, UU,)-! 
=U,U.,.UU”i | (4.123) 
z =U,U,UU. 
因 作 转 辕 共 较 失 阵 和 转 置 一 震 《 复 数 共 条 除外 ) 根据 
题 4.5.2 有 


(UU,)+ = UU (4.124) 

代入 (4,123》 2 
I=(UUNUU Dt, 《4.125) 

左 乘 以 (U， U0,)~! 时 ， 得 z 
CUIU i=UU,)+ (4.126) 


这 表明 么 正 矩 阵 的 屠 积 仍 是 么 正 短 阵 。 这 代 家 nxn 么 

正德 阵 作 成 群 (4.9 节 ) 的 条 件 之 一 。 这 些 概念 的 其 它 

性 质 或 应 用 放 到 本 节 末 习题 里 ， 

泡 里 算 阵 在 电子 的 相对 论 里 ， 利 用 了 4x 4 的 复数 所 
阵 ， 要 展开 这 些 4x 4 什 阵 ， 用 三 个 2x 2 泡 里 矩阵 的 组 合作 
为 出 发 点 很 方便 ， 


0 1 0 -i 1 0、 

o,=( 人 :=( ， 人 s=( } 

1 0 ， i 0 / \ 0 -1/ 
(4.127) 


泡 里 为 描述 自 旋 为 172 的 粒子 〈 非 相对 论 情 况 ) 引进 这 个 甜 
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下列 关系 《习题 4.2.12) 


0+ O001=20iy! 反对 饭 《4.128) 
Oi0; = 10 下 标 短 环 轿 氛 (4.129) 
Ko 二 《4.130) 


狄 拉克 算 御 狄 拉 克 在 1927 年 推广 了 这 一 公式 。 他 求 
册 了 四 个 反对 易 灶 阵 。 因 三 个 泡 里 矩 竹 加 上 单位 什 泗 时 成 为 
言 金 系 ， 记 以 任意 2x2 矩 隆 M 可 写成 

M=clt+tce0, +Cc0, +CsOs (4.131) 

其 中 c。，ci。，c2，cs 为 常数 。 因 不 存在 第 4 个 反对 易 矩 阵 ， 
所 以 在 推广 后 的 理论 里 ， 泡 里 的 2x2 矩阵 并 不 充 分 ， 这 也 
说 明 3 x 3 矩阵 同样 也 不 能 确定 四 个 反对 易 矩 阵 的 组 合 。 进 入 
4x 4 和 挎 阵 时 ， 用 泡 里 生 阵 和 单位 徐 阵 的 直 积 可 作出 完全 系 ， 
假设 


Os 下拉 吕 一 了 CO: ,让 加 (4.132) 
Pyssix = Gy Be! 《4.133) 
比 刀 
0100 
(ro 9 )-|， 000| 
0 《0,2) E 001 
“0010 
这 些 4x4 年 阵 满足 下 列 关系 
0i0 + os0; = 201 1, 
Pips + psps: = 2043l), 反对 易 (4.134) 
DVD 一 DO ,ps = 0 对 易 (和,.135) 
以 及 : 
0407 = ior, 
循环 置换 (4.136) 


DiPs = 1D: 
这 些 官 阵 的 乘积 可 以 作出 表 〈 表 4。1) 
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re 
1 如 3 J Ua 
1000 0100. /0 -0 0 1/ 0 0、 
{ 3100 1000 i 00 0 0 一 10 0 
900 10 0001 0 00 -i 0 01 0 
J0N01 0010 0 Di nD 00 一 ! 
上 Ul Os | 
9010 ， uo001 六 0 0 一 ， -ro oo1 0 
ol ? 0 1 0010 (|? ui 0 0 2 1 | 
: 1000 0100 | 0~i0o 0 1 00 0 
\ 100 1000 \i v0 0 0 一 10 0 
户 1 一 他 5 Qj 你 名 Qs 
. -i 0. 00 0—i. 000 一 ! 0 0 一 0 
Do 0 一 O00—i 0 001 0 0 0 0 
f2| ia 0 0 gi 0 0 010 0 i 0 00 
i 0 0 \io 0 0 一 100 0 0—~i 00 
Dis Yi 2 3 
, 0 0 0 O11 0 0， :0—i 00 ,1 0 0015 
:01 0 0 10 0 0 i 0 00 D 一 1 00 
Pi i 0 00 0—1 0 9 0 0 0 一 1!10 
1 Nn 一 ! on 一 + 0 0 0 一 10 0 0 01 
paarasB D1 02 03 


狄 拉克 起 初 选 取 了 命名 为 41.，4:，&s，Q4 的 四 个 矩阵 
的 组 人 台 ， 让 它们 满足 or = Pi0; 以 及 4,=P3。 然 而 目前 更 以 
遍地 采用 命名 为 yt ;i=1，2，3，4，5 的 组 合 。 

这 些 和 矩阵 根据 

E;; = DiGy。 
也 采用 叫做 Bi 的 形式 ， 其 中 车 认为 pu = 0。=7 即 单位 矩阵 
时 ， 则 下 标 关 和 7 由 0 变 到 3。16 个 矩阵 Biy 具有 一 系列 有 
趣 的 性 质 
1. DetE;,= +1, 
2。 Es;=1。 
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3。Eiy = 了 55 四 于 都 是 厄 米 的 ， 所 以 根据 性 质 2 也 是 和 

正 的 ， E 
4。trace( By)=0， 但 Boo = = 了 例外 ,在 这 种 情况 下 trace 

(Eo)=4, 

5。 16 个 矩阵 Ei; 大 体 上 形成 数学 上 的 群 8， 任意 两 个 相 
策 时 ， 在 因子 -1 或 i 的 范围 内 给 出 这 个 集合 的 元 
6。16 个 Bis 是 线性 独立 的 ， 任 何 ~: 个 都 不 能 写成 其 它 

15 个 的 线性 求 和 。 
7。16 个 Eiy 形成 完全 集合 具有 任意 常数 元 素 的 4x4 甜 

阵 可 写成 这 16 个 的 线性 组 合 


A 一 让 CisEiys 


.了 一 人 
其 中 系数 Ci 为 实数 或 复数 常数 。 
反对 易 集 合 由 这 16 个 厄 米 特 短 阵 ， 可 作出 6 组 集合 。 
分 别 用 5 个 反对 易 和 矩阵 作成 ， 根 据 表 4。! 的 命名 方式 这 些 集 
合 为 

1。 Qs, Ws。 Qss G4, Oss 

2. Yi1, Y2, Yass Y41, Yss 

3. 01, G0,, Gs, Pis Pf2, 

4。C1 V1 CO1» Os.» 0s, (4.137) 

5, Gz, 2, Os, O01s 03, 

6 Css Vss Oss Oi1s O02, 
除去 单位 矩阵 的 各 Ess 以 外 ， 在 上 述 集合 都 出 现 两 次 。 和 2 
的 集合 一 起 7 的 集合 ， 在 相对 论 量 子 理论 当中 普遍 采用 。 

ee 
全 时 可 进行 使 Et 严格 满足 群 的 性 质 的 修正 ， 但 这 时 它 不 是 厄 米 的 也 不 是 
从 正 的 。 
241 


包含 音 “ 们 矩阵 的 犹 拉 克 算 阵 的 完全 对 易 组 合 电 最 多 ， 出 
不 过 只 有 四 个 年 阵 。 
4.3 节 有 的 下 交 灌 陈 的 讨论 志 好 ,这 一 节约 么 正 知 和 细 也 好 ， 
只 不 过 是 个 开 凑 而已， 其 它 的 推广 在 现代 和 刍 本 粒子 物理 时 才 
是 极光 重要 的 。 为 利用 泡 里 和 犹 拉 克 不 阵 米 描述 电子 、 珊 子 
及 其 它 自 旋 为 1/2 的 粒子 。 下 天 :加 禾 撤 理论。 坐标 旋转 引出 
D; (a，B，Y》 即 旋转 税 ， 这 可 以 用 通常 描述 这 个 旋转 的 欧 
入 负 的 矶 数 作 为 死守 的 知 孟 玉 攻克 示 。 和 尾 殊 么 正 王 SU(3 (用 
3 = 3 的 行列 式 为 +1 的 么 正和 外 阵 弓 成 ) 用 米 描 述 介子 或 蛋子 
《Baryon) 获得 了 很 大 成 功 。 它 们 的 推广 在 4.9。4，11 节 还 
楼 入 进一步 的 探讨 ， 


刁 题 
4.5.1 三 个 角 动 量 和 矩阵 满足 基本 对 易 关系 


[yz 11] = ii 
《以 及 下 标的 循环 置换 ) 如 果 其 中 页 个 矩阵 有 实数 元 
素 的 话 ， 试 证 明 第 3 个 矩阵 的 元 素 必然 是 纯 虚 数 . 
4.5.2 证 明 (AB)+=B+*A*. 
4.5.3 取 答 阵 C=S+*S， 只 要 5 不 是 零 ，。 证 明和 矩 阵 的 迹 为 正 
定 值 。S 等 于 零 时 tirace(C)=0, 
4.5.4 如 里 4 和 8B 是 厄 米 特 窍 泗 时 ,证 明 (4B+BA》 也 好 ， 
i AB- BA》 也 好 都 是 厄 米 特 的 ， 
4.5.5 证 明 厄 米 特 矩 阵 在 么 正 相 似 变 换 下 仍 保持 厄 米 特性 ， 
4 .5.6 两 个 矩阵 A 和 B 分 别 是 厄 米 特 的 ， 试 求 乘积 4B- 仍 为 
捷 米 特 的 充分 且 必 要 条 件 ， 
答 [A,B] =0 一 
4.5.7 证 明 么 正和 矩阵 的 赣 怎 阵 仍 是 么 正 的 ， 
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4.5.8 缩 定 某 相 亿 变换 
A =UAU-I 
A+’=UArU-!, 
加 果 保 持 转 置 共 罗 关 系 并 让 (4+*=A'+) 或 detD =1 
时 ， 试 证 明 UU 必须 是 么 正 的 。 
4.S。9 两 个 矩阵 UD 和 各 有 下 询 拓 系 
U = esr 
但 a 为 实数 (指数 淆 数 算 阵 可 和 镶 释 为 麦克 劳 林 展开 ， 
这 在 4.16 市 进行 ) 。 
(a) 证 果 英 趾 厄 汶 特 的 ， 证 明 妇 是 么 正 的 。 
(b》 如 果品 是 么 正 的 。 证 明理 是 厄 米 特 的 《包含 


27n 


2 形式 的 项 ) 。 


4.5.10 证 明 两 个 么 正定 阵 的 直 积 仍 是 人 么 正 的 ， 

4.5.11 证 明 所 有 的 4x 4 乍 阵 〈 各 元 素 为 复数 ) ,能 用 I,Y,， 
Yz，Ys，Yi 以 及 YY 的 弛 积 的 线 考 组 合 来 表示 ，。 
4.5。12 用 Bry 二 pi0; 《ps = 二 00=1) 米 表 示 16 个 狄 拉 友和 矩阵 

时 ,证明 

(a) 对 所 有 的 1 和 yj Pt=1。 

(b》Eij = Et 〈《 厄 米 特 ) 

提示 利用 p、cy 的 已 知性 质 。 
4.5.13 就 4x40 和 矩阵 以 及 0 矩阵 ,推导 (4。.134) 一 (4。136) 。 
4.5.14 利用 (4.135) 和 (4.136) 证 明 列 举 于 (4.137) 

的 各 6 个 犹 拉 克 和 矩阵 的 组 合 ， 实 际 上 是 反对 易 的 组 
4.5.15 利用 (4.135) ，。 (4.136) 证 明 

(a) QQsQ0 0 = 十 1， 

(b) YiYsYsY srs = +1。 
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4.5.16 如 果 M= 于 (IT+ ys) ， 证 明 
M2=M,. 
注意 Ys 可 以 用 任意 其 它 犹 拉 克 和 矩阵 来 置换 〈 表 4,1 
的 任何 一 个 Eij 都 可 以 ) 如 果 凡 是 厄 米 特 的 ， 这 个 
结果 的 M = M 就 是 量子 力学 算 符 的 定义 式 ，。 
4.5.17 证 有明 CXC= 2io 
但 & 是 以 ae 矩阵 为 分 量 的 和 失 量 
C= (Ci G02, 0s) 。 
注意 大 ca 为 极 矢量 时 (3,4 节 ) ， 则 c 为 轴 僚 量 。 
4.5.18 证 明 16 个 狄 拉克 和 矩阵 作成 线性 独立 的 集合 
提示 :， 假 定 它 的 逆 。 让 五 。。 是 其 它 Bw 等 的 线性 组 
合 . 乘 以 E。， 取 惩 阵 的 迹 。 证 明 其 结果 昨 记 盾 的 。 
4.5.19 《a) 假定 某 4 x 4 答 阵 A4〈( 有 常数 元 素 ) 司 写 成 16 个 
狄 拉克 矩阵 的 线性 组 合 


上 = 5 CB 


ff 了 一 0 
这 时 ， 证 明 下 式 . 


Cn = = trace AE,n) 。 


Cb》 假定 4 只 有 -~ 个 不 为 零 的 元 素 时 ， 证 明 在 它 的 
展开 里 只 有 四 个 不 为 零 的 系数 ，。 
《c) 试用 Biy 展开 村 


1000 
0000 
A=loo0o00 

0000 
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管 A= 了 (Bus +E,,s +t Eso+E,,) 


人 


= 于 (1 十 Css 十 Das + 0,) S 


4 .5 ,20 如 果 A 是 狐 拉 殉 知 阵 的 一 个 (单位 给 阵 除外 》™， 
出 必 和 8 个 狱 拉克 矩阵 对 易 ; 和 其 它 8 个 反对 易 。 试 
准 册 用 IY 1 层 对 多 的 8 个 第 阵 。 
符 0;， Oss Pi Gis Y2s Ys, Psa, 01 
4 ,21 好 分 析 光 他 3 2 作 7 闪失 不 了 无 协 变 性 ， 狄 扑克 | 电子 论 可 
用 y，A=1，2，3，4 有 表示 。 试 证 明 用 这 四 个 先 
耳语 的 汪汪 
Ca YY Ey 
(b) YY,Y，( 设 下 标 宰 不 同 ) 
(Cc) YYsYsY sa 
以 及 单位 和 矩阵， 可 改写 16 个 狄 拉克 短 阵 《 常 系数 除 
外 )。 
4.5.22 已 知 r=Ur’,0V 为 么 正 审 阵 ， 为 列 和 拓 量 假定 有 复数 
分 量 。 证 明 在 此 运算 当中 > 的 模 “大 小 ) 不 变 。 
4.6 矩阵 的 对 角 化 
转动 惯量 矩阵 在 许多 含有 和 抢 阵 的 物理 问题 里 ， 为 了 使 
短 际 对 角 化 ， 让 所 有 非 对 角 元 素 为 零 ， 就 需要 进行 某 ( 实 数 
的》 正 交 相似 恋 换 或 么 正 恋 换 ， 最 明显 的 例子 束 是 刚体 的 转 
动 惯 量 从 阵 I。 由 角 动 景 上 的 定义 ，@ 为 角速度 ， 则 有 


L=1% (4.138) 
转动 惯量 矩阵 工 有 对 角 分 册 _， 
~ Jo = NA-2) 等 (4.139) 


但 下 标 i 和 质量 mt 有 关 。 作 为 非 对 角 项 存在 惯 景 积 
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Try = 一 Mixi2r = Tys (4.140) 


容易 看 出 矩阵 1 是 对 称 的 。 而 且 了 以 (4.138) 的 形式 出 现 
于 物理 方程 之 中 ， 对 坐标 系 的 记 有 方向 都 成 立 ， 所 以 也 可 以 
认为 是 张 量 〈 记 规则 3。.3 节 ) 。 

现在 的 问题 是 ， 要 使 1sy 及 其 它 非 对 角 元 素 为 零 ， 怎样 
来 确定 空间 坐标 轴 的 取向 。 这 个 方向 确定 以 后 ， 若 角速度 沿 
该 销 之 一 来 确定 的 话 ， 则 角速度 和 人 角 动 量 是 平行 的 . 

凡 何 的 描述 柄 圆 体 ”研究 这 个 问题 的 几何 描述 也 许 
是 有 意义 的， 如 果 从 转动 惯量 的 两 侧 乘 以 方向 可 交 的 单位 笑 
量 n= (8,8,7Y》 时 。 

CIT{z} =T。 (4。141) 


月 ] 


图 4.5 转动 惯量 的 炳 图 体 


其 中 了 为 纯 数 (标量) ， 它 的 方向 决定 于 的 方向 的 选择 。 
. 取 乘 积 时 ， 有 
TI=1,0° tyyB? + Tazy* + 21sy0B + 27220P + 21,2Bp 
《4.142) 
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为 使 安 相 当 于 椭 略 体 的 标准 形 之 一 、 用 
po- 三 《4.143) 
引进 2 时 ，p 的 大 小 和 方向 都 是 可 变 的 。 则 (4.142) 变 成 
l= lp tlyypit [orp;t 2lrypips + 21zap1ps + 21y2p2ps 
(4 .144) 
| 这 是 对 坐标 Ci Ps Ps 的 椭圆 体 的 一 般 形式 ， 从 解析 几何 
可 类 ， 合 坐标 办 旋转 到 彬 图 体 的 办 总 是 可 能 的 。 于 是 
E= TO02 +12p’ +1lsps’ (4 145) 
其 中 Pl，P;，P; 为 新 的 党 标 组 。 
主轴 ”在 许多 世 本 情形 ， 尤 其 是 存在 对 称 性 的 情况 下 ， 
容易 看 出 这 些 新 的 轴 叫 做 主轴 。 我 们 来 讨论 一 下 求 对 角 元 素 
和 主轴 的 一般 方 法 。 
厄 米 特 和 矩阵 首先 讨论 和 对 角 元 素 和 主轴 有 关 的 重要 定 
理 ， 在 方程 
AP 一 Ar。 (4.146) 
其 中 入 作为 由 数 (标量 ) 来 确定 的 本 征 值 十 众所周知 的 。r 
乃 是 和 它 相 对 访 的 矢量 昌 侯 本 征 和 天 全 。 这 个 名 词 一 一 本 和 人 征 
《Rigen) 是 从 量子 力学 初期 的 德 文 文献 引进 的。 这 里 ， 如 
果 4 是 厄 米 特 的 全 ， 则 本 征 值 为 实数 ， 并 表示 本 征 和 失 水 征 
值 不 同 的 话 ) 是 正 交 的 。 
和 和 为 两 个 本 征 值 ，ri 各 7 分 别 为 对 应 的 厄 米 特 埠 
阵 4 的 本 征 矢 ， 于 是 
Ars= hirs 《4.147) 
Arj 人 7 (4.148》 


息 当 @ 沿 主攻 之 一 村 ， 则 (4。138) 就 是 这 种 形式 ， 王 是 有 了 一 49，19@ 一 10。 
得 如 果 4 为 实数 第 阵 时 ， 则 厄 米 特 狂 的 要 求 蔡 换 以 对 称 性 。 


《4,147) 乘 以 ry 时 ， 有 

六 Ari = Arirs 《4 .149) 
(注意 若 r 为 列 秋 量 时 ， 则 王 为 行 和 天 量 ) 。 
(4.148) 乘 以 下 时 


Ar， 一 和 it (4.150》 
取 这 个 式 子 的 共 罗 形 式 
FA+7i 一 人 57 rd (4.151) 
因 4 是 厄 米 特 的 ， 所 以 
riAr; 一 Atriri, (4.152) 
从 4.149》 减 去 (4.152) 时 
(Ar 一 和 #*) rir: = 0, 《4 .153 ) 


这 是 对 i 各 ;7 的 所 有 可 能 组 台 的 -- 般 结果 .首先 让 i =) 人 时， 
则 (4.153) 可 写成 四 
(NM -和 x)|ri| 2 = 0， (4,154) 
其 中 fri| =0 作 为 (“4,154) 的 孵 ， 没 有 什么 意义 ， 护 以 可 得 
如 下 结论 
Ni = Ni (4,.155) 
邑 对 所 有 的 1， 为 实数 。 
第 2， 对 于 is) 央 和 sxy， 故 有 
Ci -和 Dryr,=0 《4.156) 
Bn ryri = 人 0, 《4 157) 
它 的 意义 是 ， 属于 不 同 本 征 值 的 本 征 矢 是 正 交 的 ， 因 此 
(4.157) 乃 是 正 交 性 向 复 宕 间 的 推广 @. 
如 果 入 ;= 入 时 《 简 并 情形 ) ，r 昌 不 与 m 自动 正 交 ， 
但 可 使 之 正 交 ， 作为 物理 问题 仍 考 碟 转动 惯量 矩阵 。 假设 x 


@@ 微 分 算 符 里 与 此 相对 应 的 理论 《 休 获 姆 。 刘 维 理论 ) 在 9。2 节 出 现 ， 积 分 
沪 程 的 类 似 理论 (项 尔 柏 特 * 休 密 特 理论 ) 在 16,4 节 给 
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为 流转 对 称 轴 时 ， 大 概 可 以 看 出 入 = 和 -本 征 矢 ra 和 zs 虽 
二 硅 称 轴 垂 直 ， 但 在 与 7' 垂直 的 平面 上 可 以 取 任 何方 向 ， 
到 x 有 ,的 任何 线性 组 合 仍 是 本 征 拓 。 设 4。 和 das 为 常量 
考虑 (4srs+asrs) 。 于 是 因 xi: 为 旋转 对 称 轴 ， 所 以 有 
A(asr, +asrs)=a,N,r, +asNsrs 
= 入 yx(azyra +asrs) 《4.158) 

正 旱 意料 之 中 的 。 若 假 室 > 和 7r， 已 经 固定 时 ，r: 也 能 在 单 
单 和 耿直 于 ri 的 平面 上 选 得 与 r* 算 直 ， 使 解 正 交 化 的 普遍 方 
法 采用 休 密 特 方法 。 上 面 讨 论 的 内 容 本 质 上 是 存在 定理 .为 
了 求 本 征 值 入 和 本 征 矢 >， 我们 回 到 〈4。146) 。 认为 > 品 
有 单位 矩阵 ， 则 《4。146) 可 改写 为 

CA—MA)r=0 《4,159) 
其 中 1 为 单位 矩阵 ， 这 是 一 次 联 立 方程 的 集合 。 根 据 4.1 节 ， 
只 有 系数 行列 式 等 于 零 时 ， 才 有 有 意义 的 解 。 所 以 

[A -AIl=0, 《4.160) 
考虑 4 为 3x3 厄 米 特 矩 阵 的 情形 
Gil 一 和 ais dis 


ds Qs A ass 一 0。 (4.161) 


Ca : ds2 ass ~ 入 
《4.161》 由 于 天 文学 的 应 用 ， 而 得 名 为 久 期 方程 ， 这 个 式 
子 给 出 xx 的 三 次 式 ， 当 然 产 有 三 个 根 ， 从 (4.155) 可 以 看 
-出 这 个 解 量 实 数 ， 提 一 个 报 代 入 《4.159) 了 时， 如 求 得 和 它 


相对 立 的 本 征 矢 ， 
例 4.6,1 设 
‘0 10 z 
4 0 (4.162) 
\ooo0o/ 


久 期 方程 


1 1 -入 0 |=0, (4.163) 
oo x| 
最 开 成 子 行 列 式 
-入 (和 2 一 1)=0， (4.164) 


根 为 = -1，0，1， 为 了 求 对 应 于 和 = -1 的 本 征 矢 ， 把 这 
个 伪 代 国 本 征 值 方程 〈4.159》 时 


i:—- 和 A 1 0 ' Xx 0 
| 1 一 和 1 |， =| 0 |。 (4.165) 
0 0 -入 多 0 


让 六 = 一 1 xX+y= 0 

z= (4.166) 
除了 任意 的 标量 因子 和 任意 符号 〈 位 相 因 子 ) ， 有 r= 
(1, 一 1,0). 在 通常 的 空间 里 , 因 > 为 实数 ,本 征 矢 在 空 闻 里 也 
不 过 只 能 确定 -一 条 线 而 已 ,这 是 必须 充分 注意 的 .不 能 规定 正 
负 号 ， 只 要 注意 到 (4.159) 是 > 的 齐 次 式 的 话 ， 这 种 不 确定 
性 是 在 意料 之 中 的 .为 方便 起 见 ， 将 本 征 矢 规格 化 ， 因 而 | 


= 1， 故 有 -=( 方 ， -- 蕊 ， 0 ). (4. 167) 
于 是 选 定 了 符号 就 可 以 确定 r:。 对 入 =0。， (4.159) 为 
y= 0, 
X= 人 0 z (4. 168) 
-把 rs; = (6，0，1)》 作为 本 征 矢 是 适当 和 的， 最 后 对 和 =1。 有 
-XxX+=0, 
z=0 (4.169) 
外 | 1 1 
r: = (7 yar 0)， (4.170) 


-不 难 证 明 ， 对 应 于 三 个 不 局 本 征 值 的 本 征 矢 r:，rs，rs 的 
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例 4.6.2 考 虑 
/1 0 0 
| 01 (4.171) 
OO 1 0 
久 期 方程 为 1-^ 0 0 
6 ~ 入 1 |=0 (4.172) 
0 1 一 和 
了 〈 一 入 (和 2 一 =0 入 = 一 1 1, 1 (4.173) 
是 简 并 情形 站 果 ^= -1 时 ， 本 征 值 方程 给 出 
2X = 0， 
y+Z=0 (4,174) 
规格 化 的 本 征 矢 为 
! 一 14 
r: = (0， -7 “了 。 《4.175》 
对 和 = 1， 得 
— y+2=0 《4 176) 


更 多 的 结果 是 得 不 到 的 .由 于 我 们 有 很 多 的 选择 ， 作 为 一 个 
可 能 的 选择 ， 取 r， 为 


| 
7 ， = (0， -五 ， 有 7) (4.177) 
上 时， 很 明显 它 满足 (4 176) ， 于 是 rs 必须 和 ri; 下 交 ， 而 
县 也 能 让 它 和 和 r，* 正 交 ， 所 以 有 
rs=7, xr,=(1, 9, 0) 。 《4.178) 
对 角 化 用 存在 定理 的 表述 来 展开 方程 ， 可 用 来 作出 将 
厄 米 特 和 矩阵 4 变换 成 对 角 型 的 变换 和 矩 件 。 让 尺 是 将 三 个 正 
交 列 矢量 71，r:，rs 按 任意 次 序 作出 的 起 阵 


XX! XX: Xs : 
R=| y, yy; ys (4.179) 


Z| ZX， Zs 
其 中 列 {xr 7， zi 为 本 征 矢 ri。 因 

ri 73 二 9 《4.180) 
所 以 及 是 么 正 的 “另外 4 为 实数 窍 阵 ， 因此 若 r 也 是 实 矢 
明寺 ， 凤 只 是 正 交 算 阵 爱 了 )〉 。 于 是 作出 RAR 时 


Cr sx， 
Ca 上 leoeoe| 
Krsxj， 
CyrixJN\ 1/ 
ee] CE 
Cr sa] 
A! 0 0 
-| 0 和 :0 (4.181) 
.0 0 As 
R+AR++ 具 有 本 征 值 和 的 对 角 矩 隆 ， 其 本 征 值 的 顺序 对 应 RR 
的 列 矢 量 ”> 的 顺序 。 为 几何 描述 、 考 虑 对 称 的 实 和 矩阵 A。 人 4 
伴随 着 实数 本 征 值 和 实 矢量, 矩阵 R 对 应 于 〈4.95) 的 了 1， 
或 让 六 对 应 于 王 也 可 以 。 用 行 矢 量 写 出 前 本 征 矢 m 能 构成 


R, 
[ri (1 Yi | bis brs bis 
国 Xa2 YY Z: -| b,, bs |。 (4.182) 
[rs) \X3 ys Zsf \ bs, Ds: bas/ 
其 中 (Pi ,bss， so 六 按 起 初 的 从 标 系 来 定义 单位 天 量 ri 的， 
麒 以 寻 起 初 的 标 轴 规 定 了 x7; 的 三 个 方向 余 纺 。 只 要 回忆 
一 下 ， 算 泗 8 使 坐标 勾 旋转 ， 淅 系 要 取得 能 使 A 对 角 化 ， 就 
不 难看 出 这 个 新 系 可 以 由 三 个 本 征 舌 rs = (Xs。ys。z》 来 规 
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定 。 这 些 趾 沿 着 主轴 的 单位 天 量 ， 这 个 轴 使 得 A 对 角 化 。 

上 面 的 分 析 ， 对 征 阵 的 对 角 化 ， 弄 清 其 概念 是 有 好 处 
的 . 但 比 3x3 更 大 的 4 x 4 怎 阵 ， 其 过 程 变 得 非常 复杂 ， 我 们 
就 得 求助 于 高 速 计算 机 和 反复 法 。 这 种 技术 之 一 是 确定 实 对 
” 称 矩 阵 的 本 征 矢 的 雅 可 比 法 。 


4.6.1 


4.6,.2 


4.6.3 


4.6.4 


4.6,5 . 


半 .6.6 


习 十 


证 明 某 矩阵 的 本 征 值 在 相似 变换 下 保持 不 变 。 
这 个 性 质 并 不 限于 对 称 矩 阵 或 厄 米 特 矩 阵 ， 也 适用 于 
能 用 人 么 正和 矩阵 或 相似 变换 进行 对 角 化 的 任何 上 矩阵 。 作 
为 这 种 本 征 值 的 不 变性 的 结果 ， 就 有 
《a) 和 定 阵 的 迹 《〈 本 征 值 的 和 ) 对 相似 变 奖 是 不 变 的 
《了 习题 4.3.8) 
Cb) 行列 式 (本 征 值 的 乘积 ) 对 相似 变换 是 不 变 的 
《习题 4.3.9) 。 
作为 由 厄 米 特 怎 和 阵 的 项 所 确定 的 定理 的 道 。， 如果 
ta》 某 和 矩阵 的 本 征 值 为 实数 ，(b) 本 征 舌 满 中 (4 .180)》 
rtr;=0ss 时 ， 证 明 这 个 矩 隆 是 厄 米 特 的 . 
证 明 非 对 称 的 实数 矩阵 不 能 用 正 交 相似 变换 进行 对 角 
提示 ， 假 设 非 对 称 和 所 阵 能 对 角 化 而 得 出 地 盾 的 结果 ， 
表示 角 动 量 y>，7rz，yjz 的 罕 阵 都 是 厄 米 特 的 。 斌 证明. 
;的 本 征 值 是 实数 ,而 且 不 是 人 负 的 ,但 广 =jz+ 记 十 应 。 
某 特 证 厄 米 特 和 矩阵 的 平方 为 单位 矩阵 。 证 明 起 初 的 厄 
米 特 和 矩阵 的 本 征 值 皆 为 土 I。 注 意 ， 泡 里 矩 阵 和 狄 控 
克 和 集 阵 是 特殊 的 例子 ， 
正方 矩阵 其 行列 式 为 零 时 ， 叫 做 不 是 正则 的 ， 
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Ca) 如果 4 不 是 正则 的 ， 证 明 至 少 存在 :一 个 满足 
Ar=0 
的 不 为 零 的 判 舌 量 Yr， 
《b) 加 有 果 存 在 不 为 零 的 矢量 r+， 并 满足 
Ar = 0 
时 ， 证 肖 殷 不 是 正则 的 。 
4.6.7 某 相 同 的 相似 变换 将 两 个 矩阵 分 别 对 角 化 . 证 有 起 官 
两 个 矩阵 必须 是 可 对 易 的 《这 是 量子 力学 的 矩阵 ( 海 
森 您 》 表示 中 ， 闫 为 重要 》 。 
4.6.8 便 个 厄 米 特定 了 泗 和 A 和 各 8B 有 相同 的 本 征 值 .证 明和 
B 能 用 某 么 正 相 似 变 换 联 系 超 来 。 
4 6.9 对 习题 4.2.14 的 矩阵 ， 求 本 征 信 和 本 征 矢 的 规格 正 交 
系 。 
4.6.10 证 明 处 于 (x，?y。2z)》 质量 为 丈 的 单 粒 子 的 转动 句 
量 和 矩阵 的 行列 式 为 零 。 用 某 和 矩阵 的 行列 式 在 相似 变换 
下 未 变 (习题 4.2.14) 以 及 坐标 系 的 旋转 说 明之 。 
4.6.11 基 刚 体 可 用 三 个 质点 来 表示 
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C1, 1» — 2) m=1 
《一 1 一 1 0) 11, =2 


(1, 1, 2) ms=1 
(ay 求 转动 惯量 算 阵 
cb 将 其 对 角 化 ， 求 由本 征 人 和 主轴 《作为 规格 正 交 
本 征 矢 》 ， 


4.6.12 单位 质量 这 图 示 排 列 。 
(a) 求 转动 惯量 乍 阵 。 
(b) 求 本 征 值 各 规格 正 交 化 本 征 矢 的 组 合 
(c， 用 系统 的 对 称 性 来 说 明 箭 并 。 


[4-1-tN 和 =2 
答 1=|-14-1 | res(I 人 3 3 1 3 ) 
-1 -1 4 2 = 和 = 5。 


4.6.13 单位 质量 处 于 正方 体 ( 圭 1， 土 ]， 圭 1) 的 8 个 项 
角 . 求 转动 惯量 秆 阵 。 证明 简 并 度 为 3, 这 意味 着 ， 
对 转动 惯量 来 讲 , 正方 体 结构 意味 着 代表 球 对 称 性 。 

4.6.14 求 对 空 下 列 算 阵 的 本 征 值 ， 规 格 正 交 本 征 和 ^ (注意 
在 数值 验算 里 ， 本 征 值 之 和 等 于 起 初 矩 阵 的 对 角 元 
素 之 科 一 一 习题 4.3.8) ， 


0 1 
a ,| 
1 0 1 管 入 =0,1,2 
4.6.15 / 1 2 0 
A=lw 2 0 0 
\ 0 0 0 答 入 =-1,0,2 


4.6.16 


4.6.17 


4.6.18 


4.6.19 


4.6.20 


4.6.21 


4,.6.22 


4.6.23 


4.6.24 


256 


答 - 入 =0,1,2 


双 A=-1,-1,2 


4.6.25 /5 4 2 
A=|I0 1 0 
2 vv 2/ 答 和 =1,1,6 


4.6.26 /i 1 0 
4-| : 1 
‘0 0 0 管 入 =0,0，,2 
4.6.27 5 0 3 
V30 3 答 入 =2,3,6 
.6,28 是 习题 4.5.9 的 继续 ， 么 正 矩 阵 品 和 厄 米 特 和 矩阵 瑟 
由 下 式 联 系 起 来 和 


U = eB 、 
《a) 如 果 traceH =0 有时， 证 明 detU =+1。 | 
.《b) 如 果 detV = + 工时 ， 证 明 traceH = 0。 
刘 示 :HH 可 用 某 相似 变换 对 角 化 ， 指 数 可 解释 为 宏 
训 劳 林 展 开 ，0U 也 是 能 对 鲍 化 的 。 对 应 本 征 值 由 
Ww 二 eXp(iahy) 确定 ， 
注意 ， 这 些 件 质 和 习题 4.5.9 对 发 展 群 论 里 的 生成 
, 元 概念 是 重要 前 。 
4.6.29 (a) 假设 某 么 正 失 阵 满足 本 征 值 方程 Ur = Mr 时， 证 
明 么 正和 矩阵 的 本 征 值 具有 单 位 大 小 。 这 也 可 称 为 正 
交 短 阵 ， 
(b) 假定 r, 和 rs 是 属于 么 正 什 阵 的 两 个 不 同 的 本 
征 值 前 本 征 矢 时 ， 证 明 本 征 矢 在 下 列 意义 下 是 正 交 的 
rir, 二 0, 
妆 .6.30 某 一 不 是 厄 米 特 的 年 阵 4， 具 有 本 征 值 X, 和 属 于 它 
的 本 征 矢 u,。 转 置 共 轿 算 阵 4+ 虽 具有 相同 本 征 值 的 


集合 ， 但 属于 它 的 本 征 矢 ve 是 不 同 的 。 证 朋 本 征 范 
数 在 下 列 意义 下 作成 双 正 交 系 
[VD =0 
但 和 六。 四 
4.6.31 证 明 所 有 2x2 和 扼 阵 具有 对 应 于 两 个 本 征 值 的 本 征 
矢 . 本 征 矢 不 必 是 正 交 的 ， 本 征 值 也 不 一 定 必 须 是 
实数 ， 
4.6.32 作为 习题 4.6.31i 的 例证 
2 4 
试 求 和 《(，，) 
的 本 征 值 相对 应 的 本 征 矢 。 
注意 ， 本 征 矢 不 是 正 交 的 。 

管 A, =0, ri=(2,—1)., 
ss =4, rs =(2, 1) ， 
4.6.33 假设 某 和 矩阵 是 满足 条 件 -、 

p27?=P 
的 投影 算 符 。 证 明 对 应 于 两 边 的 本 征 值 (2p”), 和 
ps 满足 下 列 关系 
(p72) = (Pp.)’ =p, 
这 意味 着 了 的 矩阵 的 本 征 值 为 0 或 1。 
4 ,7 群 论 的 引入 
有 限 群 理论 本 来 是 作为 纯 数 学 的 一 个 领域 而 发 展 的 ， 它 
不 过 是 优美 迷人 的 玩具 而 已 。 对 物理 学 者 来 说 ， 群 论 在 不 疏 
失 其 优美 的 前 提 下 ， 使 半 直 观 的 概念 公式 化 以 及 处 理 对 称 性 
是 非常 有 效 的 工具 ， 群 论 随 着 上 蜡 体 学 和 国体 物理 学 的 发 展 成 
为 有 效 的 工具 我们 从 引入 特殊 表示 :和 矩阵 ) 并 计算 群 的 指标 
《矩阵 的 迹 》 开 始 ， 但 详细 的 引入 放 在 4.8 节 。 逐 怕 在 物 
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理学 里 更 重要 的 是 把 群 论 推广 到 连续 群 @ 或 把 这 些 连续 群 应 
罚 到 量子 力学 及 高 能 物理 学 。 这 是 4.9 一 4。11 节 的 主题 。 

在 本 进 纪 开始 的 四 分 之 三 ， 物 理学 知识 急剧 增加 。 维 格 
纳 和 其 他 人 ， 为 理解 新 现象 发 展 相应 的 理论 时 ， 认 识 到 “不 
变性 ”是 重要 概念 。 处 理 不 变性 和 对 称 性 的 数学 手段 是 群 
论 . 这 导致 了 如 奇偶 性 或 角 动 量 等 那些 被 物理 学 者 广泛 应 用 
兹 原理 的 统一 和 公式 化 。 角 动量 守恒 是 旋转 对 称 性 的 结果 .这 
意味 着 在 空间 旋转 下 的 不 变性 。 群 论 的 形式 技巧 不 一 定 是 必 
要 的 ， 但 这 些 强 有 力 的 数学 手段 却 省 去 不 少 麻烦 。 群 论 (一 
旦 理解 以 后 ) 能 引进 更 多 的 简化 进而 看 到 统一 性 。 

群 的 定义 群 C 作 为 事物 或 操作 的 集合 来 定义 。 它 的 元 的 
结合 即 相 乘 ， 给 出 可 明确 定义 的 乘积 ， 并 满足 以 下 四 个 条 
件 。 设 元 的 集合 为 G,p,c…。 

1。 如 果 a, 是 任意 两 个 元 ， 乘 积 ab 仍 是 该 集合 的 元 。 

2。 这 样 定义 的 乘积 满足 结合 律 

(ab) c=a (bc) 。 
3。 存 在 单位 元 I， 对 集合 的 各 元 la=al =a®@ 
| 1 a : b | C 


= 

局 
me 
ya-o 


4。 必 定 存在 各 元 的 道 。 集合 包 含 元 = o-1， 并 满足 
oa-!1=4-1a=1。 在 物理 学 里 这 些 抽象 条 件 经 常 利 用 矢量 
或 旋 量 或 张 量 的 变换 赋 以 直接 的 物理 意义 ， 


生 这 些 是 有 无 限 个 元 的 群 . 各 元 决定 于 一 个 或 更 多 的 连续 变化 的 者 数 ，_- 
团 棍 据 维 格 纳 ， 群 的 单位 元 ， 经 常 写成 E，。 这 是 求 月 德 河 的 单位 Binheit。 有 


259 


作为 非常 简单 且 有 意义 的 群 的 例子， 我 们 来 考虑 集合 
,abc。 各 元 按 着 表示 和 群 的 乘法 规则 的 群 表 @ 而 结合 起 
来 。 

这 些 群 的 元 用 

lI~>1l, a>i, b>—1, c—>—i (4.183) 

典 示 ， 利 及 通 常 的 乘法 结合 起 来 。 很 明显 满足 群 的 四 个 条 
件 ， 这 4 个 元 作成 群 。 群 的 元 的 乘法 运算 是 可 交换 的 话 ， 则 
该 群 称 为 可 换 群 或 阿 贝尔 群 。 我 们 的 群 还 是 循环 群 ， 元 可 按 
次 序 写 成 一 个 元 的 党 媚 ，14= 0,1,2,3。 要 注意 写成 (4。183) 
是 因为 我 们 沈 定 这 四 者 的 群 的 特定 表示 。 

这 个 群 的 元 1，i,， -1，-i 可 解释 为 在 复数 平面 上 重复 
进行 90“ 的 旋转 。 于 是 根据 (4,63〉 作 成 4 个 2x2 和 矩阵 的 集合 


1 0 0 -1 
1= = 
(, 1 ) 4-() 0 ) (4.184) 
-1 0 0 1 
B=(, _ c=(_， 1 ) 
这 四 个 矩阵 的 集合 形成 了 结合 规则 由 算 阵 的 荚 积 所 确定 的 
群 。 即 这 里 存在 着 利用 矩阵 的 第 2 表示 。 取 和 矩阵 的 乘积 ， 可 
以 看 出 这 个 表示 也 是 阿 贝 尔 的 循环 的 。 以 上 两 个 表示 之 闻 有 
如 下 的 对 应 z 


1<>1<>y ae>ie>A beoe—-icoB ce -icoC 
(4.185) 
同 构 ， 同 起 ”如 果 在 两 个 群 的 元 之 间 (或 两 个 表示 之 
间 ) 的 对 应 起 1 对 1 的 ， 备 个 元 的 集合 满足 相同 的 群 表 寺 ， 这 


人 办 于 的 次 序 是 从 行 到 列 j,al =0 可 用 上 例 表 不。 
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些 群 称 为 同 构 的 @。 如 果 对 应 是 2 对 1 (或 多 数 对 1) 但 乘法 
关系 仍 保留 时 ， 群 称 为 同 态 的 。 在 现在 考察 的 例子 里 ， 在 两 
个 表示 (1,i,-1，--i) 和 (1I，4，B，C) 之 间 是 同 构 的 。 
经 常 是 可 能 的 但 并 无 意义 的 表示 〈1，1，1，1) 是 同 态 的 。 
群 0+ 和 SU (2) 之 间 最 重要 的 同 态 对 应 在 4.9 节 进 行 讨论 。 
对 照 起 来 ， 其 它 四 者 的 群 ， 四 元 群 (习题 和 上 述 群 之 闻 并 
”没有 这 种 对 应 ， 这 是 机 弄 清 的 。 须 注意 4 元 群 是 阿 贝尔 群 但 
不 是 循环 群 。 

算 阵 表示 可 约 和 有 既 约 用 算 阵 表示 群 的 元 是 强 而 有 
力 的 技巧 ， 物 理学 者 几乎 普遍 采用 。 矩 阵 的 使 用 不 受 任何 限 
制 。 任 何 有 限 群 的 元 或 4.9 节 的 连续 群 ， 都 可 能 用 矩阵 特别 
是 么 正 扎 陈 来 表示 .在 量子 力学 里 这 种 么 正 表 示 具 有 特殊 的 
重要 性 。 这 是 因为 么 正 矩 活 可 以 对 角 化 ， 而 本 征 值 对 量子 状 
态 的 区 分 很 有 用 。 

若 存 丰 某 么 正 变换 ， 将 原来 的 矩阵 么 正 变 换 后 成 为 对 角 
形 或 方块 对 角形 时 (例如 把 


nm Fi ris Fi pp 0 0- 
ra rz Tata! PP 0 0 (4.186) 
Fal Faz Vs3 Fa 0 0 du 9 
Far Faz Fs Fa 0 0 9 92 


分 解 为 更 小 的 子 年 阵 ， 不 相互 结合 在 一 起 ) ， 就 把 原来 的 从 
咱 叫 做 可 约 的 。 同 样 情形 可 写成 


P 
SRS-! = 人 2 (4.187) 


若 假 设 尺 为 nxn 和 矩阵 时 ， 了 为 m xm 个 阵 ， 则 8 成 为 (nm) 


四 一 个 群 的 元 命名 为 g1， 第 2 个 群 的 元 命名 为 ht， 假定 对 所 有 变量 有 了 所谓 
Bt 一 hi 的 1 对 1 对 应 ;再 设 g181 二 gx 及 Iles 二 hx 则 gz 和 hz 必须 是 相互 对 应 的 元 。 
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- -一 一 -一 、 ， 


X (=-1) 征 阵 。O 为 mx(2 一 fi 和 (2 一) xm 所 有 元 素 
都 是 零 的 矩阵 ， 这 一 结果 写成 

R=PEQ (4.188) 
叫做 及 简约 为 P88。 例如 阿 贝 尔 群 比 一 维 更 高 维 的 泊 有 表示 
是 可 约 的 。 如 果 丰 存在 这 样 的 么 正 违 阵 时 ， 就 叫做 表示 是 既 
约 的 . 玫 4.1 的 猴 拉 克 和 矩阵 当中 ，T .01.0:.0s，6. .0。 .0 是 
这 种 简约 形式 。 习 题 4.7.1 的 让 题 表 示 乍 阵 [I、4、3、C 作 成 
可 约 表示 ， 再 把 它们 洪 - : 步 简 约 为 婚约 表示 。 

既 约 发 示 在 赂 论 亚 下 的 作用 天 不 多 和 公关 分 析 的 基 估 相 
次 似 。 赋 纺 表示 二 最 人 简 注 卫 表示 ， 芯 它 所 有 卖 示 都 可 由 它 作 
成 ， 

指 标 在 4.3 节 ， 已 看 到 计数 处 人 阵 当 进行 坐标 旋转 时 
可 用 正 交 相 亿 变换 进行 变换 .根据 基准 系 的 选择 ,本 质 上 相同 
的 和 卸 阵 可 采取 无 限 个 不 同形 式 。 园 样 ， 当 我 们 利 贞 人 么 正 变换 
时 群 的 表示 也 会 有 无 随 个 不 同 的 形式 ， 但 变换 后 的 表示 者 各 
原来 的 同 构 ， 根 据 习 题 4,.3,.8，。 各 元 《在 我 们 的 表示 里 肝 各 
和 矩阵》 的 迹 在 么 正 变换 下 是 不 变 的 ， 加 是 不 变 的 ， 移 阵 的 迹 
(改称 指标 ， 在 群 论 里 起 闭 重 要 作 罩 ， 九 其 是 应 用 于 固体 
物理 时 是 如 此 。 

子 群 群 的 元 的 子 集 合 ( 包 含 单位 元 )， 由 它们 又 组 成 
满足 群 的 四 个 条 和 侍 的 群 是 屡 见 不 鲜 的 。 把 这 样 的 子 集合 叫做 
子 群 .前 面 考察 的 4 元 群 的 元 1 和 5 作成 子 群 .在 4.9 节 里 讨 
论 O， 可 是 它 是 通常 空间 里 所 有 旋转 的 连续 群 .围绕 任意 一 
个 轴 的 旋转 作成 0f 的 子 群 。 在 下 节 里 会 出 现 很 多 其 它 子 群 
的 例子 。 

在 革 种 畏 形 下 ， 用 整个 群 的 队 有 的 元 8 将 子 群 的 各 元 * 
进行 相似 变换 后 又 得 到 这 个 子 群 的 元 ?。 

y=gX8”! (4.189) 
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， 一 一 一 


这 样 的 子 故 品名 不 亦 子 铬 ， 和 原子 或 原子 核 谱 的 多重 项 ， 以 
及 4,11 节 里 讨论 的 粒子 有 关 . 阿 页 尔 群 的 渡 有 子 群 自动 不 变 。 


习题 


4.7.1 证 明 (4.184) 的 矩阵 1，A，B,，C 蚌 可 约 的 ， 并 人 简约 
之 。 
注意 ;意味 着 将 4 和 C 变换 成 对 角形 (用 相同 么 正 变 
. 换 ， 
4.7.2 对 蝇 格 的 可 能 操作 当中 ， 包 合 人 4。 角度 7 的 旋转 ) ， 
m 《 镜 象 虹 射 ) 以 及 i ( 反 演 ) 等 。 这 三 个 操作 有 如 下 
关系 。 证 明 群 届 ，A,，m，i) 和 四 元 群 是 同 构 的 
As=m?=i?=1, I 
A m=i, me i=A,., i. A.=m 


4.7.3 xy 平面 上 四 个 可 能 操作 是 


2. 反 演 1 ， 
充 一 一 为 

3。 镜 象 映射 |， 
一 

4. 镜 条 映射 |， ， 


(a) 证 明 这 四 个 操作 作成 群 。 
(b; 证 明 这 个 群 和 四 元 群 是 同和 构 的 。 
(c) 作出 2x2 惩 阵 表示 。 
4.7.4 再 排列 定理 
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知 给 定 # 个 不 同 元 束 (1，c，b， cr) 的 群 ， 证 明 著 
和 的 集合 (al，a*，ab，ac，*an) 是 近郊 个 新 的 次 序 将 元 
进行 再 排列 。 机 
4.8 点 群 

在 物理 学 里 ， 群 的 设置 一 般 不 改变 系统 ， 亦 即 作为 保持 
不 变性 的 集合 而 出 更 ， 这 是 对 称 性 的 -一 种 址 项 方 式 。 事实 
上 ， 对 称 性 的 定义 就 是 对 ~- 个 群 的 变换 来 讲 系统 的 哈密 顿 保 
持 不 变 。 这 种 意义 的 对 称 作 在 经 哄 力 学 里 是 重要 的 ， 在 量子 
力学 时 是 更 重要 的 ， 而 有 旦 页 如 有 意义 ， 在 这 --“ 节 里 研究 对 象 
的 集合 的 对 称 性 质 , 对 4.7 节 群 的 概念 进一步 如 以 说 明 , 直接 
引 负 2 面体 大 。 2 面体 群 将 过 次 解释 在 马 体 等 或 同体 物理 里 重 
要 的 32 个 点 群 和 230 个 空间 群 。 尘 称 性 概念 和 和 群 论 后 以 能 
进入 物理 学 是 因为 通过 对 品 体 的 研究 而 引 超 的 ， 很 值得 广 


音 。 
1 1 


图 4.6 2 原子 分 子 H;， N,, O,, C, 等 


2 体 一 一 2 次 对 称 轴 考虑 如 图 4.6 所 巷 在 xy 平面 上 的 
(1,0) 和 (-10) 处 存在 两 个 相同 原子 的 二 维系 统 。 要 使 
这 个 系统 保持 不 变 须 进行 怎样 的 旋转 呢 。 第 一 个 可 能 是 单位 
操作 1。 围 绕 z 轴 进 行 x 弧 度 的 旋转 就 够 了 。 这 种 两 个 元 (1，. 
-1) 的 群 并 不 是 有 意思 的 群 ， 把 z 轴 叫做 2 次 对 称 轴 ， 它 对 
应 于 使 系统 不 变 的 两 次 旋转 角 0。 

到 三 维 情况 就 成 为 更 有 趣 的 系统 。 如 图 4,7 所 示 ， 想 象 
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图 4,7 呈 ，, 对 称 


在 x* 轴 的 ta 处 存在 Xx 原子 。 在》 轴 的 +b 处 存在 ZY 原 子 ， 在 
 z 轴 的 4c 处 存在 Z 原子 的 分 子 (或 蝇 体 的 一 -部 分 ) ”很 明显 
各 轴 是 2 次 对 称 轴 。 用 R。(zx)〉 表示 x 轴 周 围 的 x 弧度 的 旋转 
时 ， 和 4.。3 节 相同 ， 得 出 旋转 的 年 阵 表示 


1 0 0 ~10 0 
RA)=[0 -10 RJ,(7)=| 0 1 0 
NO 0-1 0 0 -1 
(4 .190) 
/~-1 Uv 0 
RA)=| 0 -1 0 了 一 
0 v 1 


100 
010 
001 


这 四 个 元 [1 ,Roz(X)，Ry (AX)，Ra(N)J 形 成 阿 贝 尔 群 ， 群 
表 如 个: 


| 1 R(x) Ry(r) Rz(T) 


| 


I |1 R。 R, R, 
ReCr)| Re。 I Rs R, 
R, (Cr)| R, Rs 1 Rs 
Ra) Re R, R。 I 
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rr ep. 


om 


和 习题 4.2,7，4.7.2，4,7,.3 相 比较 时 ， 立 刻 明 白 这 个 
群 是 四 元 群 。 

(4.190) 的 算 阵 和 习题 4.2.7 是 同 构 的 。 它 们 是 对 和 角 符 阵 ， 
很 旺 显 着 可 约 的 。 子 群 为 (1,Rs) ，《[ ,Ry)，(1,Rs》 周 而 
十 不 变 的 。 继 线 进 行 围 绕 > 轴 的 旋 转 X， 和 围绕 ? 轴 的 旋转 
5 等 于 围绕 x 轴 的 旋转 XT，Rz(X)Ry(A)= R(xX)。 用 对 称 性 的 
语言 米 讲 ， 如 果 》 和 和 z 是 2 次 对 称 轴 ， 则 x 自动 地 成 为 2 次 
对 称 贺 。 

这 个 对 称 群 四 元 群 经 常 叫 做 台 .。DD 意味 着 2 面体 

和 群 ， 下 标 2 表示 2 次 的 对 称 轴 (不 包含 更 高 的 导 称 轴 〉》。 

人 考 嵌 处 于 正三 角形 项 点 的 三 个 相同 


图 4.8 正三 角形 的 对 称 操作 


在 行列 式 甸 里 


息 这 里 要 注 昌 是 将 三 角形 对 固定 坐标 沿 道 时 针 方 向 旋转 。 
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{cos sin \ / 3 
“ j 
|! 


3 2 2 
4=Rz(2r/3) = | = 
sin<T™ cos<” 1\ 3 -1 
3 3 / \ 2 2 
-1 v3\ 
2 2 
B=R,(47/3)= 可 _1 (4.191) 
2 2 


z 轴 是 3 次 对 称 轴 。C，A4 和 4，B》 作 成 循环 群 , 是 完全 6 元 的 群 
的 子 群 。 

在 2%2 平面 上 尚 有 3 个 附加 的 对 称 轴 , 各 原子 〈 顶 点 ) 和 和 
通过 几何 中 心 的 轴 确 定 以 后 ， 则 各 轴 有 2 次 对 称 性 。 这 些 旋 
转 ， 在 2 维 范围 以 内 ， 引 入 镜 象 喘 射 时 也 许 很 容易 说 明 。C 
也 就 是 围绕 >》 轴 旋 转 意味 着 用 a 来 置换 c, 正好 成 为 x 轴 的 
馆 象 喘 射 


-1 0 
C= Ro(rxt) = ) (4.192) 
0 1 


围绕 D 轴 的 旋转 ， 可 以 用 连续 围绕 z 轴 47/3 的 旋转 和 x 轴 
的 镜 象 疾 射 《x-> -x) 求 置换 ，。 
D= R(X)=CB : 
_ -10\\-1/2 3/2 
0 1 人 -ww3/2 -1/2 
_ 1/2 ~/3/2 
(2 _1/2 ) (4.193) 
同 理 ， 围 绕 E 轴 旋转 下 交换 4 和 4b， 可 用 2xr/3(4) 和 xx 轴 的 
镜 象 映射 (x-> -x) @ 来 置换 。 


Te 


这 些 镜 象 映射 结果 ， 要 注意 det(C) 一 det(D)=det(E) ~ 一 1!，A 和 B 的 旋 
转 当 然 行列 式 为 十 !1，。 
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rr 


E= R(X)™ CA 


-10Y-1/2 -3/2 
. - (4.194 
0 1M\w3/2 ~1/2 ) ) 


和 


1/2 /3/2 
/3/2 -1/2 


完整 的 群 玫 为 
[TABCD 
TI| 1 A BC DE 
4| AB I DEC 
BI BI AE CD 
ClcoEDTB A4 
DI DC E A lB 
El E pC B AI 


我 们 作出 了 6 元 群 和 它 的 2 x 2 既 约 矩阵 表示 。 另 一 个 6 了 5 群 是 
循环 群 C[I，R,R2,，R*。R+*。R') 


| ， 


coSs 工 一 sin- 1 3 . 
3 3 2 2 
R= = _. ‘4.195) 
sin” :os v3 1 
3 | 3 2 2 


了 


在 此 体 学 里 我 们 把 群 [[ ,A4,B，C，D，E) 叫做 D。. 是 具有 3 
次 对 称 轴 的 2 面体 群 。 三 个 轴 〈C，D，E) 在 xy 平面 上 自动 
地 成 为 2 次 对 称 轴 。 由 此 (1I，C) ， (1，D) ， 《iI,E) 


的 。 
其 他 正三 角形 的 对 称 群 的 既 约 表示 有 两 个 : 

i) 所 谓 (Qi，1，1，}，。1i， 1》 是 法 无 意义 的 。 
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成 为 所 有 的 2 元 子 群 ， 这 些 Ds 当中 的 2 元 子 群 部 不 是 不 变 


”站 


ii》 仍 是 几乎 没有 什么 意义 的 (1, 1 1 -1 一 1 -1)， 
正 的 符号 对 应 普通 的 旋转 ， 负 的 符号 对 应 于 旋转 和 人 馈 象 映 
射 ， 这 两 个 表示 分 别 和 刀 : 是 同 态 的 ， 
对 于 具有 于 个 元 的 有 限 群 普遍 的 - :个 结果 是 
2 ni=h (4.196) 


nn; 为 第 i 个 距 约 表示 和 矩阵 的 次 数 ， 对 前 三 个 表示 为 1?+ 1?+ 
22 = 6. 
2 面 仁 慌 让。 上 其 有 2 次 对 称 轴 的 2 而 休 群 ， 意 味 着 角度 相 
莹 2r/5 弧 应 的 :个 轴 ，n 为 正 整 数 ， 再 无 其 它 限 制 。 如 果 和 晶 
格 移 对 称 人 性 相对 照 时 ， 则 5 挫 限于 1:，2，4，6， 垂 直 干 次 
思 的 平面 上 要 求 品 格 的 平移 不 变性 时 ，n =5,，7 以 及 更 大 的 
数值 就 不 在 内 。 用 正 五 角形 把 平面 完全 盖 上 ， 使 之 看 起 来 不 
重 登 。 对 各 个 分 子 来 讲 ， 这 个 约束 昌 不 存在 ， 但 n 盖 6 时 例子 
很 少见 ，n = 5 实际 上 是 可 能 的 。 例 如 图 4.9 的 二 成 络 ) 客 
(C,H;,),Ru 的 对 称 群 ZH 
DO. 
晶体 学 的 点 群 和 空 
间 群 ”现在 考察 过 的 2 
面体 群 是 晶体 学 的 点 群 开 
的 例 了 村。 点 和 群 万 是 巴 保 
” 持 品 格 不 变 的 旋转 和 镜 
条 映射 (包括 反 演 ) 的 
组 合 米 构成 的 . 操作 只 
限于 旋转 和 镜 象 映射 于 
《包括 反 演 ) ， 意 味 着 H 


(Ruthenocene) 


| 
| 
! 
1 
] 
| 
1 
! 
| 


一 


做 实际 上 完整 的 名 称 是 Dsn。 久 表示 在 5 次 轴 的 镜 象 映射 下 是 不 变 的 。 
269 


含 循 环 群 ， 两 个 正方 群 《〈 正 四 面体 及 正八 面体 的 对 称 好 ) 科 
镜 象 陵 射 的 组 合 在 内 整个 形成 32 个 点 群 . 

在 构成 点 群 的 许 转 和 镜 象 操作 以 外 ， 如 果 加 上 平行 移动 
药 可 能 性 ， 并 要 求 晶 格 不 变 时 ， 就 成 为 空间 群 ， 共 存在 239 
个 不 同 的 空间 群 ， 除 了 专家 以 外 是 一 个 可 愧 的 数字 。 详 细 请 
大 有 关 人 参考 文 献 。 


习 题 


寻 .8.1 证 明 D, 的 子 群 (1!，4，3) 是 不 恋 子 群 。 
4.8.2 群 Ds 也 可 以 作为 三 体 置换 群 来 讨论 。 例 如 矩阵 了 将 & . 
旋转 到 5b, 将 b 旋转 到 6c, 将 c 旋转 到 94, 用 三 维 表示 的 话 


EY 


《a》 试 作出 DPD: 的 其 他 元 与 此 类 似 的 3 x 3 者 孙 。 
《b) 把 现在 的 3x3 表示 简约 为 这 一 节 所 处 理 的 2x2 玫 
人 小。 
注意 ， 可 约 表示 的 实际 途 约 是 相当 麻烦 的 。 经 常用 必要 
的 次 数 直 接 作出 新 的 表示 较为 容易 。 
.3.3 二 面体 群 D, 的 元 可 写成 
S*R* 入 =0，,1 
W=0,1,0R—1 
的 形式 。R。 (2r/) 代表 围绕 7 次 对 称 轴 2x/r 的 旋 
转 。S 代表 围绕 通过 正 多 角形 的 中 心 与 一 个 顶点 的 轴 
的 旋转 。 
对 S=E, 证 明 这 个 形式 描述 的 是 Ds 的 矩阵 4A,B,C。 
4.8.4 试 说 明 下 列 关 系 式 
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2 ,1 ,2 = 


和 四 元 群 (h =4) 怎样 对 照 起 来 。 

呈 .8.5 试 作出 将 正方 形变 换 到 它 本 身 的 操作 (旋转 和 镑 象 有 
射 ) 的 群 的 2 x 2 矩阵 既 约 表示 。 注 意 :， 这 是 正方 形 的 
对 称 群 ， 也 是 2 面体 群 D,。 

4.8.6 4 体 的 置换 群 含 有 41 = 21 
个 元 .根据 习题 4.8.5， 正 
方形 的 对 称 群 D, 的 元 数 
目 比 24 小 得 多 . 试 说 明 
了 D， 租 4 本 置换 群 的 关系 。 

4.8.7 在 简单 立方 品格 里 ， 相 问 
原子 在 r=(la,ma na). l,m,， n 皆 取 整数 ， 

《a)》 证 明 各 直角 坐标 轴 是 4 次 对 称 轴 。 

Cb) 立方 群 包 合 保持 简单 立方 品格 不 变 的 所 有 操作 ( 施 

转 ， 镜 象 映射 及 反 演 )}， 考 虚 正 负 坐 标 轴 。 试 分 析 
”这 个 立方 群 有 几 个 元 ， 
4.9 连续 群 : 

元 限 群 ， 李 群 ”前 两 节 所 有 的 群 都 包含 有 限 个 元 4 元 
群 为 4， 忆 ,为 6 等 等 .这 里 引入 有 具有 无 限 个 元 的 群 。 这 个 群 的 
元 含有 在 某 一 范围 内 连续 变化 的 一 个 或 更 多 的 参数 。 连 续 变 
化 的 参数 使 群 的 元 产生 连续 性 。 和 4 元 循环 群 (1,，i, -1， 
- i) 相 比 较 时 ， 我 们 得 到 的 元 为 e*。$ 在 50,27] 的 范围 内 连 
续 变化 。 下 面 讨 论 的 07，SU 〈2) 和 群 就 是 它 的 例子 。 

” 在 许多 数学 可 能 件 当中 ， 以 李 群 而 闻名 的 连续 群 是 特别 
有 趣 的 。 李 群 的 特征 是 莱 积 的 元 的 参数 是 原来 因子 的 参数 的 
解 折 函数 9. 


从 所 诉 豆 村 意 际 着 存在 任 让 阶 的 导数 。 


在 变换 时 ， 比 如 旋转 可 写成 下 式 (参考 1.9 式 ) 
Xi=f: (XI, X,, Xs, 0) (4.,197) 
枚 使 这 个 群 是 李 群 ， 函 数 刀 必须 是 参数 9 的 解析 函数 。 这 对 
于 这 一 节 ，4.,10 节 起 讨论 的 0f# 群 机 SU (2)， 出 现 于 4 11 节 
的 SU (3) ,4 12 节 的 洛 仑 兹 群 都 是 对 的 ， 都 是 李 群 ,根据 
函数 的 解析 性 质 〈 微 分 可 能 性 》 为 研究 固定 元 附近 的 元 ， 而 
产生 所 谓 生成 元 的 概念 。 就 没有 必 皮 再 去 研究 群 的 整体 。 妃 
果 这 些 参 数 在 闭 区 间 ， 比 如 对 角度 来 讲 是 在 [0，z] 或 [0,2r] 
之 间 变 化 的 话 、 称 % 群 、 紧 致 的 这 个 重地 性 原 考 明 某 紧 
致 的 群 的 任何 : 示 ' 么 正 示 相 王 的 “ 比 之 下 ，4 12 节 
的 齐 次 洛 仑 兹 群 不 , 紧 致 的 ， 由 5 未 `'》+4 时 和 公正 的 . 
正 交 群 ，O+ nxn 实 正 交 第 阵 的 集合 作成 群 (入 确 4 7 
节 当 中 是 满足 群 的 性 厅 的 》》。n xn 箱 阵 有 n(n- 1)/ 个 独立 
参数 .对 n=? 有 唯一 的 独立 参数 , 乃 是 (4.63) 的 -~- 个 角度 ， 
对 n=3 有 3 个 独立 参数 ， 即 4.3 节 的 三 个 欧 拉 角 . 
在 3x3 实 正 交 咎 阵 里 ， 把 行列 式 为 + 1 的 集合 再 仔细 分 
析 一 下 。 这 里 只 包含 旋转 而 不 包含 镜 象 映射 。 这 个 群 经 常 称 
为 Ot ，+ 代表 行列 式 为 +1。 围 绕 坐 标 轴 的 旋转 ， 按 照 4.3 节 
的 规定 ， 由 


1 0 0 : ‘cos0 0 -sing 
Rm)= {0 cosg singl, m0) -| 0 1 0 3 


0 -sing cosg ， vsing 0 cos6 
cost sinyp 0 
民 z( 切 ) = | 一 Siny cosy 0 (4.198) 
0 0 1 


确定 。 对 新 方向 来 讲 旅 转 是 将 坐标 系 逆 时 针 转动 ， 再 根据 
4.3 节 ，0+ 的 普遍 化 的 元 为 欧 拉 角 的 旋转 。 
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R {a,B,Y) =R, (Y) R, (8) Rs: (a&) 
: (4.199) 
Or 和 轨道 角 动量 的 关系 在 4.10 节 确 定 。O7 在 4.11 节 也 出 
现 ， 并 引 疝 SU (37 和 基本 粒子 物理 学 。 
特殊 么 正 群 ，SU(2) nxn 公正 矩阵 的 集合 仍 作成 群 
‘再 -次 明确 是 满足 群 的 性 质 的 )。 这 个 群 经 常 电 做 U(n). 
对 此 加 上 附加 条 件 ， 即 和 矩阵 的 行列 式 为 + 1 时 ， 则 得 到 特殊 
么 正 群 或 么 正 么 模 群 SU _(n》〉。 么 正 的 即行 列 式 为 +1 的 算 
妊 ， 有 122: -1 个 独立 参数 、 对 4 = 2 存在 3 个 参数 ， 这 和 Or+ 数 
和 相 局 。 对 n=3 有 8 个 参数 ， 这 就 成 为 4,11 节 的 八道 说 。 
”对 n= 2 是 有 -~ 般 的 元 


o-( 和 (4.200) 

bt ot 

的 群 SU0 (2》、 其 中 axa +b*b=1。 这 些 参 数 叫 人 艇 凯利 。 克 莱 

内 参数 ， 为 了 处 理 力 学 问题 由 凯利 ， 克 莱 因 引进 的 。 它 的 普 

注 形 式 利用 三 个 实数 参数 £&，7， 人 为 | 
UCE,n,6) =( 


‘E'sinn ecos 习 


再 来 确定 SU(2) 的 既 约 表 示 。 回 到 (4.200) ，LU 万 是 描述 2 
分 量 复数 列 和 撩 量 (叫做 旋 量 ) 的 变换 


Ww’ a b u 
(7) on) ‘4.202) 
即 uw’=au+by, : 
V = but+axv, (4.203) 
从 这 个 结果 的 形式 看 来 , 如 果 就 w 和 ~ 的 n 次 齐 次 多 项 
式 出 发 ， 进 行 么 正 恋 换 (4 203) 时 ， 再 一 次 得 到 4 次 的 齐 次 多 
项 式 、 这 意味 著 4"，w” VvV，w” “Vv?*。 等 的 n+1 项 属于 特殊 当 
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etcos1T e's*sinn ) (4701) 
4.701 


证 群 的 ++ 1 维 表示 ， 
为 避免 留 下 代数 上 的 含糊 之 处 ， 我 和 们 按 着 维 格 纳 的 化 
法 ， 在 n=2 的 情况 下 (单项 式 的 ; 把 函数 取 成 


fn (UV) = WY" (4.204) 
OTM m)) 


分 母 为 规格 化 因 了 于 ， 使 表示 成 为 么 正 的 。 如 果 用 口 作 用 于 

fm(w, VV) 成 为 

Ufn(u,Vv)= fn(u ,Vv’) (4.205) 
HUfn u,vV) = naut+byv, — bruw+arv) 


= CutbVv) "(butarN)’” (206) 
+m)IG—m)! 


这 里 要 做 的 是 将 (4.206) 的 右边 用 具有 fm (u，v) 的 形式 
的 项 的 线 信 组 合 米 表示 。 给 出 求解 线 作 组 全 系数 的 表示 ， 机 


| 二 一 ” G+m)! I 
Cau + bv) EOTm ky a wu by 
J 一 徊 
(—bxu tarv)’ "= 2 (—1)"-! (4.207) 
t=0 
x 《7 一 ME) EF : 
UI(j-m—i)! 有 
所 以 
eT Otm GO- mi 
~ 了 一 更 一 站 -TO 
Dj 人 交 ( 一 1) Ki rm R10 mi 


xa!’t+m-taxibtb -mi Ht yeti (4.208) 


如 果 设 j 一 kk-1=m/ 时 


WSIiVyEtE pli tm/ ym/ (4.209) 
和 (4.204) 的 形式 相符 合 。 用 办” 求 和 来 置换 上 求 和 。 
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J z 
Uf"(u, NV)= > Us, fn, VY) (4.210) 


"wi 
其 中 矩阵 元 0。 为 


j+m YY 、 
_ OMICG— m+m) (7-m’)! 
Usm DI 
™™ 2 1) KTC 一 1 -kitm-k)l (mm 一 了 十 天) 


XOAtm-e) ox -m-th mm- mtk: (4.211) 
下 标 k 从 OO 到 j+m， 分 母 的 阶 飞 9 要 保证 如 果 嘲 个 茹 指数 为 
负 ， 则 系数 为 0。 
《4.210) 表明 ，Don" 对 fo 的 操作 lm 的 和 ) 和 用 口 作用 
于 fm 是 相 局 的 ， 这 种 对 应 就 有 同 构 什 的 基础 ， 我 们 把 矩阵 
Ui 看 成 和 SU (2) 的 表示 相同 。m 和 m“ 分 别 从 -7 到 +7 一 
个 个 羽化 ， 所 以 智 阵 Umm' 是 (2j+1) x (2;+1) 维 的 。 


一 稍 有 一 点 是 特殊 的 ， 车 让 j= -六 时 


1 1 
ro /r= .~ 
V7 人 2 
m= a b : 
2 
Ue ， (4.212) 
m= 一斑 — bi a 


和 “4 200〉 相 等 。;=1 或 这 以 上 的 情形， 用 三 角 函 数 来 处 
理 最 为 方便 ， 下 面 就 来 讨论 这 些 问 题 . 

SU (2) 一 一 0O+ 的 同 构 性 很 明显 实 正 交 群 O; 是 描述 通 
常 三 维 空间 当中 的 旋转 。 自 然 它 具 有 保持 x* +y? +z? 不 变 的 
特征 。 

”SU (2) 对 某 第 阵 的 作用 ， 由 么 正 变 换 (4.122) 


做 根 据 (一 RR) 1 一 土 oo, 但 R=1， 2，3.* 
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一 


M’ =UMUt+ 4.213) 
来 确定 。 取 MM 为 2 x 2 矩阵 ， 须 注意 任何 2 x 2 矩阵 都 可 写成 单 
位 和 矩阵 和 4 2 节 的 3 个 泡 里 矩阵 的 线性 组 合 。 让 XM 为 矩阵 的 迹 
特征 值 为 0 的 矩 泗 
Z XxX—iy 
M= Xx0, +yY0, +2z0, -( 


， ). (4.214) 
XxX+iy 一 Y 


单位 第 蜂 未 在 里 边 。 在 么 正 变 换 下 矩阵 的 迹 不 变 (习题 
4.3.9) ， 所 以 M“ 采取 相 同形 式 


| Zz/ "| 
M’=Xx/0o, +yY’0, +2/0, = (4.215) 
xX/+iy’ 一 2 
行列 式 存 么 正 谈 换 下 也 是 不 变 的 (习题 4.3.13) 。 于 是 ， 有 
— (xX?+y:+22) = ~ (x’?+y/?+2/?) . 
(4,216) 


即 在 SU (2》 操 作 下 x? +y? + 是 不 变 的 和 O03 的 情形 一 样 . 
因此 SU (2) 也 是 描述 旗 转 的 。 这 暗示 着 SU (2) 和 Of} 是 阅 

SU 〈2) 是 描述 什么 样 的 旋转 呢 ? 我 们 就 一 个 特殊 情况 
来 研究 这 个 问题 、 回 到 (4.290)， 另 一 方面 也 参考 (4.211 )， 
设 a=e*，b=': 野 


es 0 
0:=( ， a ) : (4 .217) 


对 3 ol 么 正 变 换 ， 


e's ee 0 
Uo.U+ ot 


0 es 
=( ae 下 (4.218) 


再 用 泡 里 矩阵 表示 之 ， 得 
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LU:xoiU+ = Xcos2Eo , — Xxsin2£0, 《4.219) 
周 理 
Uyo,Ut = ysin2é0 | +ycos250 ， 
UzosUt = 20,., 《4.220) 
上 研 这 些 售 角 公式 可 以 看 出 开始 从 半角 s =&/2 出 发 更 为 恰当 。 
于 是 根据 (4.213 一 4.215》， (4.219) 。 (4.220) 有 
xX’ = xXxcoso + ysina, 
y’ = -Xxsine + ycose, 《4 .221) 
ZzZ/ 一 Z。 


利用 U.(a/2) 的 2 x2 么 正 访 换 和 “(4,198) 当中 的 旋转 算 符 
R。(a) 是 - - 样 的 。 我 们 把 确定 


cos B/2 sin B/2 
oc =( _sin B/2 oos 8 2 : (4.222) 
和 Ry(B) 的 对 应 以 及 
Us(9/2) -( Cos 9/2 TS oO/ ?| 《4.223) 
isin pg/2 cos 9/2 


和 Rz-(9) 的 对 应 留 作 习题 4.9.7. 请 读者 注意 UC/2) 最 有 
一 般 形 式 

U,(W/2) = Icos $/2 +io,sin 1/2 (4.224) 
但 k=x,y,z。4,10 节 再 来 讨论 这 个 问题 。 


对 应 ten 0 cosa sinw 0 
| 六 -ee COS G -ae 
0 ee-*4/2 
0 0 1 
z (4.225) 
并 不 是 简单 的 1 对 1 对 应 。R: 员 有 从 0 到 2z 的 范围 ， 但 0 的 参 
数 a/2 是 从 U 到 7 变动 ， 于 是 
Rs(Q + 2) 一 玉 >(C) 
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Ee pe he A Rp TE TE 


to/? 0 ) 


ete/? 


Us /2 4) ( = —U,.(a/2) (4.226) 


所 以 U, (a/2》 和 Us (a/2+xX) = -UU (ge/2) 两 者 对 应 
于 R。(a) ,对 应 是 2 对 1， 所 以 SU(2〉 和 0+ 是 同 态 的 . 建 
立 SU( 2) 的 表示 和 Of 之 间 的 对 应， 意味 着 知道 了 SU(2) 和 
的 表示 时 就 会 自动 地 得 到 0} 的 表示 。 : = 
把 者 于 个 旋转 组 合 起 来 ， 利 用 
Ua, B, Y)=U,(Y/2)U,(B/2)U,(a/2) 

(4. 227) 
的 公正 变换 正 是 对 应 一 般 的 欧 拉 旋 转 RCRe(6)Reo) ， 。 
er? 0 cos B/2 sin B/2\/e'? 0 \ 
UCa,B,Y) =(， e™tr/2 儿 B/2 cos /2 0 9) 
-( et?+e)/7 COS B/2 et(y 一 =)/2Sjin B/? 
， ee 一 《3 一“)/2Sin B/2 er+o/icosB/2; 
假设 E-(y+a)/2， 9=B/2, C=(7-0)/2 (4.229) 
则 得 另 一 个 一 般 形式 〈4.201) z 

根据 (4.228》 我 们 可 定 (4.201》 的 参数 

a=e'?te/icosB/2 
b= er?- V2sinB/2 : (4.230>. 
于 是 (4.211) 的 SU (2〉 的 表示 变 成 


J 十 如 


U,,. Ca,B,Y)= 2 (一 开间 : 


起 = 人 0 


ea.228) 


VO+MmMIG-mI(G+m CG- m’)! 
KI(C7 一 了 一天) 十 更 一 天)1C m+k)!. 


er 


者 对 于 j 取 整数 值 与 中 整数 值 (jj 一 0， 二 ， 1 本 …) ，SU 《2) 昌 具有 询 
示 ， 但 Q8# 却 只 耻 于 j 的 整数 值 (j=0,1，2,*…》， 这 在 4,10 节 还 要 讨论 。 
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Xx ei"7(cOS B/2) +™- "~ — sin B/2)™ "tems 
- Cai231) 
这 是 用 欧 拉 角 来 表示 的 碾 约 表示 。 (4.231) 的 重要 性 在 于 
对 所有 的 (j= 0，- 主 ，1，- 3 …)? 来 讲 将 SU(2) 的 (27+2D x 


(27 + i) 婚约 表示 对 整数 的 角 动 量 1 (j=0,1,2.…) 可 能 计 
算出 0 的 既 约 表示 。 
 ” 施 转 矩阵 D! 〈c,8,7) 
在 本 生生 这 让 
Dim(0,B,Y) = Unan(a,B,Y) (4.232) 
定义 的 Um 的 转 置 共 诺 矩阵 多 ， 对 j=0 
D°(a,p,Y)=1 (4.233) 


.1 1 1 ., 
、 tm, |.— n= Wi . 有 ，。 
对 j= m= 3 2 
m’= 
D(a,B,Y) = 2 
m/l 
2 


erralxeosB/2 et0 ~e-' sinpB/2e?/ | 


ta/2 sinB/2 e 一 47/2 e'"rc0sB/2 er/2 


(4.234) 
对 ;7=1 由 (4,.231》 和 (4.232) 
D(a,B,Y) = 

m=1 m= 人 0 m= —1 (4,.235) 


”和 @ 理 由 是 这 时 用 组 标 旋 苇 来 二 又 Ce … 而 2 出 用 放 轩 天. 过 在 
4。10 节 还 要 讨论 。 
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| e-foe li To 1- 十 COS Bo _er-issin -te 1 ~ CoOs Bos \ 
“ v2 2 
m’=0 sinB -iy cos 8B ,sinp ov | 
v2 1 Va 2 : 
ma =- -1|ler® 工 -cos Bo er sn 有 Sin 有 。_1+cosAy 
2 V2 2 


=1。 整 数 情 崩 ， 将 旋转 矩阵 DD 作用 于 球 谐 函 数 时 ， 可 得 
Yr (0 97 ) = 2 Ds, (a,B,0) Yr (9,9) 


(4.236) 
开始 的 两 个 欧 拉 和 角 w 和 8 如 图 4.10 所 示 ， 规定 新 的 极 轴 2z7 和 
方位 角 的 新 的 零 ‘第 三 个 欧 拉 角 Y 对 应 于 围绕 新 的 极 轴 的 族 
转 ， 所 以 这 里 不 去 讨论 它 ) 。 - . 1 -， = 


术 


图 4.10 欧 拉 角 的 旋转 〈?= 0) 


点 “697) 和 6,9g) 虽 是 空间 上 相同 的 点 ， 但 不 是 开始 的 
坐标 系 而 是 按 旋 转 后 的 汲 标 系 测 得 的 点 。 注 意 和 (4.2605》 
220 : : 


了 ci i 


的 类 似 人 性 。 球 谐 函数 是 x,y,z 的 1 次 齐 次 函数 。 
旋转 矩阵 D! 的 进一步 讨论 ， 就 要 包括 球 谐 函 数 的 加 法 定 
理 的 证 明 ， 请 读者 参考 本 章 末 必 Rose 的 教科 书 。 
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4.9.1 证 明 n xn 正 交 逢 阵 有 nln - 1)/2 不 独立 参数 。， 
提示 ， 受 正 交 条 件 《4.60) 的 限制 . 
4.9.2 证 明 n xn 特殊 么 正 矩 阵 有 nz - 1 个 独立 参数 。 
提示 ， 各 和 矩阵 元 是 复数 故 可 能 参数 的 数目 变 成 两 倍 。 
有 条 件 式 者 因 是 复数 式 故 按 两 倍 的 数 来 数 。 
4.9.3 特 珠 线性 群 SL 〈2) 所 有 2x2 矩阵 〈 有 复数 死 ) 行列 
式 为 +1 证 明 这 个 矩阵 作成 群 。 
注意 ，SL (2) 群 能 和 洛 仓 兹 群 建立 联系 (4.12 节 )， 
类 似 于 SU (2) 群 和 O+ 有关。 
4.9.4 证 明 R。 为 0# 的 子 群 。 (或 者 不 是 这 样 ) 


4.9.5 2x2 人 么 正人 么 错乱 阵 的 一 般 形式 为 
a 六 


te 
一 b 革 Of 
证 阴 a*a +b*b = 1, 
4.9.6 用 S$ 家 示 (4,202 ) 的 旋 基 (4，v ) 时 ， 证 明 S*S= SS “好 
旋 量 的 长 度 在 变换 DC 之 下 是 守恒 的 。 
4.9.7 (a) 证明 0,(8/2》 对 应 于 Ry(B)》。 
《b) 证 明 U.(p/2》 对 应 于 R.(p) 。 
.9.8 (a) 试 证 明 D’'(a,B,Y) 和 a 与 ?的 关系 可 分 解 为 如 下 
各 因子 
: D’(a,B,Yy)= A(a)adi( BC!(Yy) 
(b) 证 明 A!'《a) 及 C 玫 Y) 是 对 角形 的 ， 求 出 正确 形式 
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一 


所 示 。 参考 习题 4.2.28 及 4 2.29 a 
《ce》 证 明 d(B8)= Di(o,，B，0) 、 
4.9.9 分 析 (4.231) 及 (4.232) 或 特例 (4.234),(4 235), : 
有 z 
Di*(a, BbB, Y)= Di(—Y,~Bb, -0o) 
试 说 明之 。 
4,.9.10 《a》 人 假定 D (ce，8，7y) 是 入 正 的 证 明 
2 ， YY CO, P11) Yr (0,, 9:) 


i 


为 标量 (旋转 不 变 》 这 是 类 似 于 矢量 的 标量 积 
的 耳 数 。 
《b) 利用 (a) 推导 球 谐 函 数 的 英法 完 理 。 -2 
Pi(cosY)= 4X(27+1)-12》， YI*(0, ,9, )Y; "(0, ,9: ) 


提示 ， 取 0, =0 (6, =Y) 


4.10 生成 元 
旋转 与 角 动 量 ”两 个 矩阵 和 也 由 方程 i 
U=e' =1+ia+ (iaH)?/2! + ee. (4 237) 


来 联系 。a 为 实数 参数 。 (4.287) 的 右边 为 麦克 劳 林 展 开 ， 

给 出 指数 函数 的 解释 。 由 4 5 节 如 果 避 是 尼 米 特 的 则 中 是 么 正 
的 。 同 时 如 果 V 是 么 正 的 则 互 是 厄 米 特 的 。 

在 群 论文 献 当中 ， 把 日 叫 做 0 的 生成 元 。 族 转 群 O# 和 生 

记 元 的 关系 存 因 411 中 用 图 解说 明 ， 

。 从 图 4.11 的 左 侧 出 发 ， 描 述 围 绕 z 轴 道 时 针 方 向 以 

角度 和 行 全 术 系 的 有 限 旋转 后 逢 阵 由 (4.76〉 确 定 。 它 是 


cosm sing 0 | 
Rs(q9) -a cosg ,| (4,238) 
\ 0 0 14, 


2。 用 Rs: 描述 的 旋转 作为 角度 09 的 无 穷 小 旋转 ， 于 是 RR。 
可 本 成 


Rs(09) =1 + iopM, (4.239) 
0 -i0 

但 Ms=|[i 0 0 (4.240) 
: 0 0 0 


和 M: 相 同 ，M: 及 M ,出 现 于 习题 4.2.15， 通 过 微分 也 可 以 得 


到 Ms,。 如 果 把 某 算 队 的 导数 看 成 导数 的 矩阵 时 
dR-/dgp|。。= iM,. (4.241) 


站 对 易 关 系 构 造 常数 


图 4.11 群 一 上 生成 元 的 关系 


这 样 填 来 。 (4.239) 不 过 把 R, 的 麦克 劳 林 展开 的 “69)? 及 
其 以 土 的 四 去 掉 而 得 。 (4.241) 的 正确 性 米 自 李 群 的 可 微 
分 件 。 
3。 有限 旋转 9 芒 是 连续 的 无 穷 小 旋转 dq 的 合成 
Ropes op,) = (1+iopM,)(1 +icop,M.,) 
(4.242) 
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对 六 次 旋转 ， 设 6g = -六 。N-=co 时 

Re。(9) = limC1+ 《ip9VN》 M:]7 = expigM,. 
> ~“ (4.°43) 

根据 这 一 形式 将 M: 定 义 为 Of 的 子 群 的 R:。 (9) 群 的 生成 元 即 
可 。 实 际 的 R。 (9) 的 做 法 如 下 ， 要 注意 两 个 特征 。 

a。M; 为 厄 米 特 的 ，R。(g〉 为 么 正 的 。 

b. trace( M,)=0 及 detR, (m) = +i1, 
由 MM 根据 直接 的 类 推 ,M: 可 定义 为 围绕 x 铀 的 旋转 的 〈 子 ) 
群 R: 的 生成 元 。 于 是 Mg 生成 Ry。 

4。 如 (4.237》 所 示 ， 指 数 浮 数 展开 后 

expipgMs:=1+igM:+ (ipMs)/2!1 + (ipMa)?/31 + ee 


:000 100 
-| o00 +[o0o10] | 
‘001/ \000 


x {1—p*/21 +9/41 — tiMs{p -pI /31 + 9 /51.—} 


(4.244) 

在 上 式 第 2 项 利用 了 
: 100 

“| 1 中 Mi = M， (4.245) 
0 0 0 


的 关系 。 如 果 注 意 到 开始 的 级 数 为 cos9 后 面 为 sin gq 时 ， 
则 RR.(p) 由 (4.238) 米 确 定 。 
5。 回 到 无 穷 小 情况 ， 我 们 的 无 穷 小 旋转 是 可 对 易 的 。 

CRi(09s), ROpy)I = CRy( O09y), RCop,)) 
=CR.(09,.),R.(0p:)] =0 (4.246) 
假设 沿 某 铀 方 贞 的 单位 矢量 为 m。， 则 国 绕 该 轴 的 无 穷 小 旋转 
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R" (dp) =1+i (Gp.M,.+6p,M,+oOPM) 


=1+iopn.e M (4.247) 
6。 根 据 习 题 4.2.15， 生 成 元 满足 对 易 关 系 
CM;, Mj] =ieyseMe (4.248) 


其 中 eiyw 是 在 3. 4 节 规 定 的 ， 它 的 整体 是 反对 称 列 维 - 兢 维 塔 
符号 。 虽 包含 对 k 求 和 ， 但 只 有 一 个 不 为 零 的 项 ，Ms 的 系 
数 sx 叫做 构造 常数 。 构 造 常数 是 作成 李 群 的 出 发 点 。 

已 经 看 到 因 群 的 生成 元 决定 构造 常数 ， 相 反 构 造 常数 也 该 决 
定 群 吧 ! z 

必须 注意 〈4.248) 有 无 穷 多 个 解 。 习 题 4.2.15 的 三 个 
矩阵 Ms, My,M :作成 一 个 解 ， 这 相当 于 角 动 量 的 一 个 单位 。 
其 它 解 (2!+1)x(21+1) 矩阵 -有 分 量 !=2,3,4。… ， 生 成 
旋转 群 2# 的 其 它 既 约 表 示 。 

泥 数 的 旋转 .在 以 上 的 所 有 讨论 里 ， 算 阵 使 坐标 旋转 ， 
而 所 有 被 描述 的 物理 系统 都 是 固定 的 。 现 在 把 坐标 固定， 而 
使 函数 (x，y，z》 相 对 于 这 个 固定 坐标 旋转 ， 会 是 如 何 
呢 ?“ 因 艺 用 R 旋 转 坐 标 , 故 引 入 使 函数 旋转 的 算 符 纪 ， 2 的 定 
义 如 下 

RPK 3。，Z) = (xX, y, 2)—>Y(X’) (4.249) 
但 x/= Rx (4.250) 
用 话 来 说 , 绝 作 用 于 函数 ， 使 少 旋转 ,生成 新 的 '。 这 个 新 
的 函数 和 (x’) 的 数值 一 致 ，x 表示 用 R 旋转 坐标 。 对 
于 围绕 z 办 旋转 的 特殊 情形 
RelWNY KX, yy, 2)=Yxcosg + ysing, 

一 XSing + ycosp, 72), (4.251) 


为 搞 清 楚 这 个 式 子 的 意义 ， 考 虑 9 = -的 情形 
Kp x,y) = 和 (7， 一 %Z) 《4.252) 


函数 乡 表示 波 函 数 或 经 典 的 物理 系统 。 

让 4#%(x，y，z) 当 第 1 个 变量 变 大 时 跟 着 变 大 。 于 是 
静 (= 天 /2) YX，y，2Z) 当 W(y, 一 x，2z) 的 第 1 个 即 > 变 
大 时 跟着 变 大 。 农 -的 效果 是 将 函数 外 的 图 形 进行 逆 时 针 旗 
转 ， 这 和 R 使 坐标 系 旋转 是 一 样 的 。 如 (图 4.12》 。 


= Mh a 


2 Mk 


图 4.12 YXx, y, 2Z) 的 旋转 


回 到 (4.25S1) ， 仍 考虑 无 穷 小 旋转 ， 让 p~>op | 
ROPMX,Y,2) =YX+ yOP,Y — X09 ,7 ).。 (4.253). 
将 右边 展开 成 泰勒 级 数 


RAOPIPX,Y 2) = (X,Y,7) -oo 下 -> 豆 +O(Cp): 

= (1- idopL:)Y(x,y,2) (4.254) 

第 1 行 右边 的 中 插 弧 里 的 微分 形式 为 江 :。 另 外 

HBA P= RA BAP = 1- iopL) 人 Rp) . 

z (4,.255) 

《看 成 算 符 的 函数 ) 所 以 

{EAP+09) -RP)}/69= -iLRP) (4. 256) 

左边 刚好 是 d 驳 (6)/dp(og-0)。 利用 这 个 形式 ,将 (4。256) 
直接 进行 积分 后 
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RY) = expl ~ igL,) (4.257) 
积分 常数 由 边界 条 件 经 (0) = 1 确定 . | | 
须 注 意 与 (4.243〉 的 类 似 点 和 不 同 点 ，R。 是 将 坐 标 旋 
转 ,而 鹏 . 是 将 函数 旋转 .M, 虽 是 矩阵 ， 但 工 : 是 微分 算 符 。 
另外 工 =， 工 y， 工 >: 和 M>-，M，M: 严 格 满足 相同 的 对 易 关 系 ， 
所 以 给 出 相同 的 构造 常数 
Li, Li =ieisLs (4.258》 
将 (4.257》 和 (4.243) 和 4.3 节 的 两 个 方程 相 比 较 、 会 有 
所 启发 。 在 (4.89〉 里 ，A 使 坐标 逆 时 针 转 动 ， 在 (4.93) 
里 ， 同 祥 的 4 使 矢量 顺 时 针 旋 转 。 其 中 只 使 坐 标 道 时 针 旋 
转 ， 统 也 使 函数 进行 逆 时 针 旋 转 ， 这 就 是 在 (4.257)〉 里 出 
现 负 指 数 的 结论 。 
SU (2) 与 泡 里 起 阵 ” 二 维特 殊 么 正 群 SU (2) 的 元 由 
exp-2-iao 1 exp 一 ibo exp-7 icos 一 
(4259- 
生成 。 其 中 go，cs*，Ccas 是 三 个 泡 里 自 旋 矩阵 、 三 个 参数 a， 
bi c 为 实数 。 须 青 一 次 提请 注意 0 为 厄 米 特 的 ， 且 和 矩阵 的 迹 
为 零 ，SU (2)》 的 元 《4.259)〉 是 么 正和 的 ， 行列 式 为 + 1。 如 
cs 具有 对 角形 的 生成 元 会 导 至 量子 数 守恒 ， 
LOr, O07) =2ieyr Or (4.260) 
但 这 和 王 与 M 的 对 易 关 系 (4.258) 与 (4,248) 分 别 只 相差 


| ， 
因 了 于 2 而 已 。 让 3 = cr， i=1， 2，3。 于 是 


LS 5 = 了 475， 四 (4.261) 


~ 
Ye 


和 角 动 量 对 易 关 系 人 严格 一 致 ， 妈 0; 并 不 是 ， 而 S, 才 是 
角 动 量 算 符 ， 这 是 因为 在 生成 元 的 指数 里 含有 1/2 的 缘故 ， 
这 和 在 4.9 节 里 研 究 SU(2) 一 08 的 同 态 性 时 采用 半角 在 本 
质 上 是 相同 的 . 


将 exp 《ias;) =exp (3-iao1) 展开 成 麦 克 劳 宁 级 数 
了 时， 有 
exp Fiao st = MI- (a/2)2/21 + Ca/2)4/41 -oo 
+ioi{(a/2) ~ (a/2)3/31 + (a/2)5/51 一 


-( cosa/2 isin 7) (4.262) 


isina/2 cos a/2 
= 1cos a/2 io sin a/2 z 

这 是 (4。.224) 的 特殊 情况 、 参 数 a 可 看 成 角度 , 和 (4.243》 
的 9 一 样 是 角 动 量 和 矩阵 的 系数 。 但 在 SC(2) 里 角度 经 常 以 
半角 ca/2 出 现 ， 同 理 


cos b/2 sin b/2 


=1cosb/2+ io,sinb/2 
~ sinb/2 cos pz / ~ /2 


exp—>-ibo, =( 


1/ 1 ， 
: CXpo 1c 0 
eXxp——— icGs = 
8 三 . 


2 ) c/2+ iovssinc/2. 


0 exp— ic 


(4.263) 


全 这 些 构造 常数 (iesss》 对 于 次 数 为 2j 十 1 的 生成 元 ， 扒 导出 2j 十 1 维 的 
SU (2) 表示 。j 一 0，-，1， 二 ，…*… 如 4。9 节 所 讨论 的 ， 整 数 的 j 推 导出 
O+ 的 表示 。 


根据 指数 函数 的 这 种 公式 化 ，SU(2) 和 矩 阵 的 一 般 形式 可 号 
成 : + ! 
Uca,B,y) = (exp-2-iyos )(exp-3-iBo, ) 


x (exp-s-ieo) (4.264) 
”这 不 过 是 再 一 次 推导 出 4.9 节 的 (4.228》 ， 泡 里 矩阵 的 选择 
和 4.3 节 以 及 4,9 节 所 说 的 欧 拉 角 旋 转 相对 应 ， 

以 后 的 无 穷 小 旋转 的 例子 一 一 指 数 生 成 元 的 技巧 ， 在 
4.12 节 再 讨论 。 


习 题 


4. 10.1 平行 移动 算 符 了 (a) 使 次 (xy 变 成 Wx +9) 。 
T(aWx)= YX +a). 


利用 (量子 力学 的 ) 动 量 算 符 p。 = -i-P- 试 证 明 
T(a) = expiapy, : 
提示 ， 将 (x +a)〉 按 泰勒 级 数 展开 之 . 
4.10.2 考虑 一 般 的 SU(2) 的 元 (4.201) ， 作 出 三 个 欧 拉 
旋转 ;i) 围绕 z 轴 旋 转 a/2,ii〉 围绕 新 x 轴 旋 转 5/2， 
iii) 围绕 新 2 轴 旋 转 c/2 (都 是 道 时 针 的 ) 。 利 用 泡 
里 的 0 矩阵 的 生成 元 ， 证 明 这 些 旋转 角 由 
a=E-6+-2 1+- 
b= 27 =B 
i 


cr 
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决定 . 
注意 : 角度 4 和 > 在 这 里 不 是 《4.200) 的 a 和 bb。 
4.10.3 欧 拉 角 旋 转 的 算 符 ， 是 角 动 量 的 指数 函数 。 可 写成 
鹃 = 鹏 (7) 宠 )，(8) 于 : (0) 
一 exXp 一 TYJ -exp -1TEJeEXD 一 ty72 
证 明 利 用 起 初 的 坐标 办 ， 可 表示 成 
R=exp- ial.exp— iBl,exp— iy]; | 
提示 ， 纸 算 符 象 矩阵 那样 交换 ,> 轴 的 旋转 (第 2 区 
拉 旋 转 ) 和 原来 的 y 轴 通 过 
exp -18J ,= exp — ial ,exp ~ iBJ ,expiad, 
结合 起 来 。 
4.11 SU(2) ，SU(3) 和 基本 粒子 
群 论 在 基本 粒子 的 应 用 ， 维 格 纳 把 它 叫 做 群 论 和 物理 结 
合 的 第 3 阶段 。 第 1 阶段 如 4.8 节 是 发 现 给 出 晶体 对 称 性 的 
-32 个 点 群 和 230 个 空间 群 。 第 2 阶段 如 4.9 节 是 寻找 OF 和 
SU (2) 的 表示 。 现 在 是 第 3 阶段 ， 物 理学 者 又 回 过 头 来 寻 
找 新 的 群 ， 
在 讨论 高 能 物理 学 里 进行 强 相 互 作用 的 粒子 和 特殊 么 正 
群 SU (2) 以 及 SU (3) 当中 ， 作 为 类 推 回 顾 一 下 角 动 量 和 
of 是 有 益 的 . 假定 电子 在 茶 原 子 核 的 球 对 称 引 力 势 中 运动 。 
电子 的 功 定 刘 波 函数 以 三 个 量子 数 2，1， 到 为 特征 。 但 能 量 
的 简 并 度 为 25+ 1， 只 依赖 于 2 和 !@@。 这 种 简 并 的 原因 可 用 两 
个 等 司 的 方法 来 如 以 解释 。 
1。 势 能 是 球 对 称 的 ， 因 而 与 9 和 9 无 关 ， 
2、 苹 定 证 的 哈密 顿 -(#?/2meo}yyV*+v(r) 在 通常 的 空 
闻 旋 转 OF 之 中 是 不 变 的 ， 


@ 如 果 势 能 是 纯 库伦 势 时 ， 则 能 重 只 依 入 于 #4。 


Me 


”作为 势能 球 对 称 的 结果 ， 角 动量 上 是 守恒 的 在 4: 10 节 
用 直角 坐标 分 量 ， 世 规定 为 旋转 群 O: 的 生成 元 。Lz、Ly、 工 。 
不 是 算 符 而 是 矩 阵 ，4.2 节 末尾 给 出 1=1/2，1 及 3/2 的 例 
是， 工 , 害 阵 为 (21+1)》 x (21+1) 矩阵。 它 的 维 数 和 简 并 
后 的 状态 数目 相同 @。 这 些 志 和 矩阵 生成 Of 的 (21+1- 交 
(21+ 1) 既 约 才 示 。 次 数 21+ 1 规 宁 21+ 1 个 入 并 状态 。 求 这 
个 简 并 的 … 般 方法 是 加 上 一 定 的 磁感应 强度 B。 这 会 引起 塞 
有 效应 。 这 个 磁感应 强度 会 对 薛 定 刘 的 哈密 顿 加 上 在 0f 下 恋 
化 的 项 。 这 是 破坏 对 称 关 的 项 . 

有 强 相 互 作出 的 粒子 (中 子 ， 质 子 等 ) 的 情形 。 我 们 不 
能 直接 想象 ， 原 !* 站 我 们 对 核子 的 相互 作用 完全 不 清楚 ， 哈 
密 顿 也 不 知道 . 我 们 口 好 从 头 来 寻找 类 似 性 ， z 

1930 年 代 海 森 堡 根据 核 力 与 电荷 无 关 ， 于 于 只 宣称 ,当时 
知道 的 仅 有 的 两 个 重子 〈Baryon) 即 中 子 和 质子 是 不 局 状态 
的 同一 粒子 。 表 4,2 表明 ， 它 们 有 着 几乎 相同 的 质量 。 相 对 
差 (ms 一 mp》/ms 宅 0.0014 很 小 ， 暗 示 着 质量 差 由 于 和 微量 
电 最 有 关 的 微 扰 引起 的 。 为 了 描述 接近 于 这 个 简 并 的 状态 ， 
”引入 某 个 量 I 实 为 方便 。 这 个 景 在 z 轴 上 的 投影 1 = 1/2 对 
应 于 质子 ， 而 - 1/2 对 应 于 中 子 ，1 叫 做 同位 旋 、 同 位 旋 虽 和 
自 旋 〈 和 粒子 的 内 豪 角 动量 )》 无 任何 联系 ， 可 是 2 分 量 的 同位 
旋 状 态 矢量 和 自 旋 i= 1/2 的 状态 矢量 遵循 相同 的 数学 关 隶 ; 
特别 是 训 求 取 成 泡 里 ?矩阵 的 本 征 矢 . 

没有 与 电荷 有 关 的 力 时 ， 司 位 旋 是 守恒 的 (质子 和 中 子 
有 相间 的 质量 有 2 度 简 并 .我 们 尚 不 清楚 的 核 的 哈密 顿 在 
由 向 位 旋 矩 阵 生成 的 群 里 必须 保持 不 变 。 用 同位 旋 矩 阵 刚 好 


力 以 Ls: 为 托 阵 ， 用 状态 矢量 《有 27 十 1 个 分 最 / 生活 葵 定海 该 国 数 pr 
0, yp) 。 
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攻 三 个 泡 里 矩阵 (2 x 2》 矩阵) ， 生 成 的 群 成 为 4.9 节 的 
SU (2) 群 ， 对 应 于 简 并 度 为 2 的 2x 2 算 阵 ， 

到 1961 年 为 止 ， 又 发 现 了 很 多 粒子 。 表 4.2 列举 的 8 个 
特别 引 人 注 目 @。 用 特殊 的 量子 数 ， 同 位 旋 工 和 超 荷 了 来 说 
明 这 些 问题 是 贤 为 方便 的 。 - 


甫 4.2 重子 〈 自 旋 1/2 偶 宇 称 ) 


质 量 (MeV) Y I 1s 
豆 - ”1321.300 1 一 172 
= 一 1 一 - 
Ss 1314.900 2 十 1/2 
二 ” 1197 。410 
二 Er 1192.540 0 i 0 
Zt 1189 .470 ， 十 1 
A A 1115.500 0 0 0 
x n 939.550 ， 1 —1/2 
p938,256 2 +1/2 


粒子 可 以 按 电荷 及 同位 旋 的 多 重 项 来 划分 ， 超 荷 Z 可 按 

该 多 重 项 的 平均 电荷 的 二 倍 来 取 ， 对 中 子 一 质子 的 多 重 项 来 
讲 。 有 

Y=2x-3- (0+1) =1 (4.265) 


超 荷 和 同位 旋 的 数值 询 于 表 4.2. 
根据 散射 和 生成 实验 已 搞 清楚 超 茶 7Y 和 同位 旋 工 两 者 在 
强 核 的 ) 相互 作用 下 都 是 守恒 的 。 可 联想 到 在 球 对 称 哈密 


优质 量 都 用 能 量 单位 MeY 
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顿 情 况 下 (或) 是 等 恒 的 。 看 起 来 这 8 个 粒子 的 简 并 度 似 
平 是 8 .可 是 现在 认为 两 个 量 是 守恒 的 .1961 年 盖 尔 曼 和 诺 曼 
分 别 独 立地 发 现 ， 强 相互 作用 在 三 维特 殊 么 正 群 SU(3) 之 
下 是 不 变 的 ， 即 暗示 着 SU(3) 具有 对 称 性 。 选择 SU (3) 
的 根据 首先 就 是 两 个 守恒 量 的 存在 . 这 表明 是 阶 数 为 2 的 
群 ， 即 只 有 两 个 生成 元 进行 交换 的 群 。 第 2， 该 群 具有 8x8 
表示 ， 必 须 描 述 简 并 度 为 8 的 重子 。SU(3) 是 SU(2) 的 最 
简单 的 推广 ， 盖 尔 曼 作出 了 83 个 生成 元 。 三 个 是 同位 旋 分 
量 ， 一 个 是 超 荷 ， 相 当 于 四 个 附加 量 ， 它 们 都 是 3 x 3 矩阵 的 
迹 为 零 的 矩 隆 。 和 O04 及 SU(2)》 一 样 ， 存 在 无 数 个 既 约 表 
示 ， 但 可 使 它 的 一 个 8 维和 矩阵 对 应 于 表 4.2 的 8 个 粒子 @。 

对 应 8 个 重子 的 哈密 顿 可 认为 由 三 个 部 分 组 成 

H=Ha+Hrnt Haw (4.266) 

第 1 部 分 Hs 具有 SU(3》 的 对 称 性 ， 带 来 8 度 简 并 。 加 入 玻 坏 
相互 作用 Hs 时 ， 四 个 同位 旋 多 重 项 荆 ，A, NN 发 生 分 
解 ， 解 除了 它 的 简 并 ， 但 Hon 为 使 SU(2) 保 持 对 称 性 ， 还 
要 剩 下 多 重 项 。 最 后 有 依赖 于 电荷 的 力 时 ， 同位 旋 多 重 项 分 
开 把 最 后 的 简 并 去 掉 了 。 如 图 4.13 所 示 

利用 量子 力学 的 一 级 微 扰 时 ， 可 计算 出 重子 的 质量 问 的 
简单 关系 ， 并 能 求 得 衰变 及 散射 过 程 的 强度 。 i 

大 概 这 个 SZ(3)》 模型 最 重大 的 成 功 之 处 是 对 新 粒子 的 
预言 。1961 年 觉察 到 4 个 KK 介子 和 介子 (都 是 膜 标 量 ， 自 旋 
为 0， 奇 宇 称 ) 和 重子 八重 项 相同 是 另 一 个 多 重 项 。SU(3) 
理论 预言 第 8 个 介子 加 的 质量 为 563MeV .随后 不 久 在 实验 上 
定 出 ?9 介子 质量 为 548MeV 。 将 群 论 应 用 于 更 重 的 9 个 重子 


和 @ 盖 尔 曼 把 这 个 SU(3) 的 应 用 叫做 8 道 说 ， 须 注意 SU (3》 的 8 个 独立 参 
数 〈 由 mn: 一 1 决定 ) 对 应 于 8 个 生成 元 及 s 个 粒子 的 表示 。 这 个 命名 也 和 佛 数 的 八 
道 说 有 关 。 
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质量 
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全 了 
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Be 行 副 Fe 强 

， 十 本 刘 也 十 厅 太 盾 
. + 玉 电 娃 | 
图 4.13 


( 信 旋 都 是 3/2， 偶 字 称 )， 推 起 出 10 元 群 即 10 重 项 ， 预 言 
了 还 没有 看 到 的 第 10 个 重子 具有 约 1680MeV 的 搞 量 和 负 的 电 
荷 。1964 年 果然 看 到 了 带 负 电 的 @- ,质量 为 1675 土 12MeV 。 

” 这 个 3/2+10 重 项 完成 以 后 ， 明 确 了 就 重子 来 讲 是 5/2- 
《 奇 宇 称 ) 多 重 项 ， 就 介子 来 讲 是 1- 及 2+ 多 重 项 。 

群 论 对 有 强 相 互 作用 的 粒子 的 应 用 ， 超 过 了 SU(3) ， 
进行 了 推广 。 有 SU(6》 的 广泛 研究 以 及 更 复杂 的 高 次 群 . 
群生 成 元 或 生成 元 对 易 关 系 里 的 构造 常数 (对 轨道 角 动 量 来 
讲 是 24) 也 受到 很 大 重视 。 这些 构 造 常数 定义 李 代 数 。 将 
流 密 度 的 空间 积分 和 群 的 生成 元 结合 起 来 是 可 能 的 ， 这 就 进 
入 了 近世 代数 ， 那 就 远 远 超出 本 书 所 讨论 的 范围 。 为 把 群 论 
和 它 非 常 实际 的 成 果 放 在 通常 的 看 法 之 内 ， 必 须 强调 群 论 不 
外 乎 是 定义 对 称 性 并 加 以 公式 化 。 它 把 粒子 进行 分 类 〈 有 时 
是 预想 ) 。 其 哈密 顿 除了 一 部 分 有 5U(2) 对 称 性 其 它 部 分 
有 SU(3) 对 称 性 以 外 ， 群 论 对 料 子 的 相互 作用 什么 也 不 会 
告诉 我 们 。 不 要 忘记 原子 势能 的 于 对称 解 沟 对 于 势能 对 甜 向 


当 旺 的 依 整 注 或 者 波 函数 都 没有 告诉 我 们 什么 东西 。 
4.12” 音 次 洛 仑 兹 群 

把 1.2 节 邮 矢 斌 的 接近 妍 以 推 广 ， 物 理 定 律 对 

(a) 空间 和 时 间 的 平移 ， 

(b) 实际 的 三 维 空间 的 旋转 ， 

(c) 洛 仑 兹 变换 

要 求 是 协 变 的 人 @ 

平移 的 协 变性 要 求 ， 基 于 时 空 的 均匀 性 。 旋 转 的 协 变性 
是 强调 空间 的 均匀 性 。 党 仑 兹 协 变性 要 求 是 建立 在 承认 狭义 
相对 论 的 基础 之 上 。 拒 以 上 三 个 变换 放 在 一 起 形成 非 齐 次 小 
仑 效 群 即 彭 其 瑞 群 ， 其 中 除 陪 移 以 外 ， 把 空间 旋转 和 光 仑 妆 
变换 合 在 一 起 作成 一 个 群 ， 即 齐 次 洛 仑 效 群 。 | 

首先 生成 某 子 群 ， 邑 洛 仑 兹 变换 ， 其 中 取 相 对 速度 v 沿 
着 x=x, 轴 、 认 为 洛 仑 次 时 空 的 基准 系 以 无 穷 小 的 相对 速度 
Ov 移动 ， 可 确定 生成 元 @. 表达 式 和 实 空 间 旋转 一 样 〈1 .2 
3.1，4.3 节 ) 。 但 其 中 旋转 角 是 纯 虚 数 这 一 点 是 不 同 的 。 


(参考 3,7T) . 
假设 x。 = ict 考 虑 闵可夫 斯 基 空 间 。 在 无 穷 小 的 相 圣 束 
度 ov 下 时 人 
=%i — OVt= Xi + 1i0Bx, (4.267 和 和 
其 中 设 8 = 一、 根据 对 称 性 ， 可 写成 : 
X41= Xi iaGBx 1 (4.268) 


a 是 根据 xi+ 2% 不 变 的 要 求 能 够 确定 的 参数 ， 


看 所 谓 协 变性 是 指 在 不 同 坐 标 系 里 具有 相同 形式 ， 描述 定律 不 项 要 特殊 的 
坐标 系 〈 参 考 1.2 节 ，3.1 节 ) 。 . 

攻 利用 稍 有 不 同 的 距离 进行 这 一 推导 ， 出 现 于 J,L Strecker 的 论文 Am, 
J3, Phys, 36, 12 (1967) 


XI+X =X+X 《4.269) 
不 会 际 记 x? 就 是 闵可夫 斯 基 空 间 的 4 维 矢 ， 将 〈4.267) 和 
《4.268) 平方 后 再 相 加 ， 伟 去 (08) 的 项 ， 则 有 a= -1 
整理 (4.267) 和 “(4.268〉， 得 矩阵 方程 
Xx 义 1、 
( ) = (1+680.)( x ) (4.270) 
Is 为 泡 里 矩阵 改变 cy 的 符号 即 得 。 
参数 68 代表 无 穷 小 的 变化 量 ， 所 以 利用 和 4.10 节 相 同 
的 技巧 ， 重 复 进行 N 次 变换 作成 速度 参数 9=AN68 的 有 限 变 


换 Xi . 6O， 本 XL 
(。 1=(U+ 一 人 一 ) ， (4.271) 
在 N 一 的 极限 
tim{ 1+ ) = exXpoo ，。 (4.272) 


No 


各 4.10 节 一 样 ， 指 。 也 数 解释 为 麦克 劳 针 展开 
expbo, =1+002 + (002)*/21 + (026)3/31+ 


(4.273) 
注意 =1 
expro, = Icosh0 +0, sinho, (4.274) 
于 是 有 限 的 洛 仑 兹 变换 ， 变 成 
,; coshe isinhoOo、 Xi 
,275 
(2 )= (i sinho cosh 八 。 三 (4, ) 


0 生成 这 个 特殊 洛 仑 兹 变换 ， z 
cosh6 和 sinh9 在 考虑 带 撒 坐 标 系 原 点 以 后 就 可 确定 ， 把 
x = 0 即 x1 = Vi 代入 (4.275) 
0=xicoshb + x,isinhe, 《4.276) 
其 中 让 Xi = Vi 及 XxX。 = ict 
z tanh0 = 8, 


利用 1 -tanh26= 〈cosh26) -1 时 


coshO= 《1 一 823》 1!?=7Y, sinho= By (4.277) 


(4.275) 的 矩阵 和 . (3.120) 的 x;。x,s 的 部 分 是 一 致 的 。 


以 上 是 用 来 说 明 无 穷 小 速度 的 生成 元 技巧 。 速度 和 一 个 
空间 轴 相 平行 的 特殊 情形 比较 简单 。 我 们 把 推导 出 这 个 党 仑 
兹 变换 的 正确 技巧 ， 用 到 相对 速度 v 和 任 一 空间 轴 都 不 平行 


的 情形 看 看 会 怎样 ， 


设 v =A|v|,v,=41vI 以 及 N=vIv|， 和 A, hk, Y 为 v 的 


方向 余弦 ， 从 《4,267) 的 类 推 ， 有 


Xi 一 Xi +iAOBx ， 


x'=x， +ih6Bx, (4.278) 
X= Xs + ivOBx,. 
再 根据 对 称 性 / z 
= XxX, +ialOBx, + ia,6Bx, + ias08x。 (4.279) 
由 > Xe = 2 Xs, . (4.280) 
=l =1 
得 a 一 一 入 ， ad 一 一 us Qs 一 一 丫 。 将 (4.278) 和 和 (4.279) 
作为 矩阵 方程 改写 之 
Xi 1 0 0 iMoB\ /x) 
X2 0 1 0 inoB | x 
xs| 0 0 1 ivoB hx, 1* (4.281) 
Xs 一 ?68 ~iudB -ivoB 1 x 
减 去 I，68B 作为 因子 取出 时 ， 有 z | 
x’ =(I+6Bo)x, (4.282) 
其 中 0 0 0 认 
_ 0 0 0 让 
co=| 。 0 ai (4.283) 


-ip -yo 
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直接 求 乘积 《但 入 tp + = 1) 


jh Mn A 0 
Mw pn: pv 0 . 、 
2 一 
- 2 = My uv wv: 0 (4.284) 
0 0 9 1 
子 是 : 0*=0 (4.285) 


和 以 上 相同 ， 计 6= N68 重复 进行 N 次 
lim (I +00/N)*” =e°" 


=J+0osinhO +o’:(cosh0O— 1) 。 
4.27286) 


2 为 生成 元 ， 含有 确定 其 中 速度 方向 的 参数 入 ，h，v。 写 出 
(4.286) 的 第 二 项 ， 洛 仑 兹 党 换 的 全 貌 为 
Léw) = 
1+ Az (cosho-1) McoshO -1) NW(coshO—1) 认 sinhp 
Mi(cosh0—1) 1+u:(coshO-1) uv(cosh0—1) iusinhb 
Av(coshb 一 1) AhV(cosho 一 1)》 1+v:(coshO-1) ?sinhoe 
“一 fsinbhg — iusinhe —ivsinh6 cosh6 
(4.287) 
其 中 仍 是 6= (1 一 82)- 关 =Y。sinho= BY。 
整理 〈4。.286) 和 (4.287) 


须 注意 LV) = e"" (4 288) 
并 未 成 为 (4.237) 的 正确 彤 式 。 因 为 指数 部 分 缺少 因子 
所 以 上 (Vv) 并 不 是 么 正 的 。 


在 v=ivs 的 情形 ， 由 (4,275》 所 确定 的 矩阵 虽 作 成 子 
群 ， 可 是 〈4.287) 作 不 出 它 。 如 果 两 个 速 度 v， 和 v: 平行 
时 ， 则 两 个 洛 仑 兹 变换 上 阵 LCvy》 和 ZL(v:) 的 乘积 给 出 第 3 
个 洛 仑 冀 和 矩阵 LCvs )。 结 果 的 速度 v: 按 照 爱 因 斯 坦 速度 加 法 


定理 ,和 vi 及 v: 联 系 在 一 起 。 (3.7 节 ) 如 v， 和 vs 不 是 平行 
的 ， 就 没有 这 种 篇 单 的 关系 。 特 别 是 考虑 三 个 基准 系 ss ， 
s. 则 ， 和 8“ 通过 Lvi )， 而 S 和 s* 通过 LL(v，) 相互 联系 。 
若 s” 的 速度 对 开始 的 系统 相对 的 为 v, ,就 不 能 只 根据 工 vs) 
从 ， 得 型:”， 则 

L(v,)= RL(v,)L(Y,) (4.289) 
R 为 3x3 空间 旋转 矩阵 ， 掩 盖 于 四 付 时 空 之 中 ,车 vi 和 va 
不 平行 时 ， 则 最 后 的 系统 s” 对 于 s 作 相 对 的 旋转 。 这 个 旋转 
站 源 于 原子 及 原子 核果 包含 于 自 旋 一 轨道 耦合 的 托马斯 进 
动 ， 由 于 公 相 存在 ， 使 得 L(Y》 本 身 不 能 作成 群 。 


局 题 


4.12.1 微分 (4 287) 的 最 后 窍 阵 ， 求 出 0C( 和 ,4 7) 。 

4.12.2 继续 进行 两 个 洛 仑 兹 变换 。 先 假设 沿 x 轴 为 Y"， 其 
次 沿 》 轴 为 vx， 证 明 这 个 结果 的 变换 (由 这 两 个 连 
续 变 换 的 张 积 来 决定 ) 不 能 整理 成 (4.287) 的 少 式 。 
注意 ， 这 个 矛盾 是 由 旋转 造成 的 。 - 
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日 文 版 译 者 后 记 


这 本 书 的 特点 简单 讲 ， 是 非常 奶 切 的 一 本 书 。 在 翻译 的 
过 程 中 ,这 种 感受 越 来 越 深 。 著 者 在 前 言 里 讲 , 是 通过 ;8 年 教 
学 的 辛勤 结晶 ， 决 非 夸 张 . 仅仅 是 整理 18 年 的 讲义 ， 是 不 可 
能 完成 这 样 一 本 书 的 。 年 复 … 年 倾注 全 部 心血 的 苦心 结晶 才 
形成 这 本 书 ， 本 书 的 阐述 乍 看 起 来 似乎 辟 切 周 到 得 有 些 元 
长 ， 但 决 不 是 毫 无 意义 地 徒 占 篇 旺 。 对 于 读者 容易 纠缠 不 清 
的 地 方 ， 容 易 产生 疑 团 的 地 方 都 作 了 详尽 的 饥 述 ， 相 反 ， 对 
于 读者 易于 接受 的 地 方 在 不 损害 数学 的 严格 性 ， 逻 辑 上 的 完 
整 性 的 前 提 下 一 带 而 过 ， 对 于 想 知道 更 详细 些 的 读 着 ， 在 各 
章 末尾 亲切 地 介绍 了 有 关 文 献 。 

习题 的 精 选 是 这 本 书 的 -大 特色 。 难 易 程 度 适 官 ， 数 量 
也 颇 为 丰富 ， 尤 其 是 为 其 富有 多 样 姓 内 容 而 惊 倒 ， 在 选材 上 
详 及 整个 有 关 物 理学 科 ， 从 原理 的 纯 理 论 的 事项 -直到 极为 
实际 的 应 用 ， 从 经 典 的 历史 的 问题 - 直到 今天 在 第 一 线 的 研 
究 人 员 正 在 忙 得 不 可 开交 的 最 新 课题 ， 用 这 些 材料 编 出 有 独 
创 性 的 习题 ， 足 见 著 者 的 水 平和 辛勤 努力 非 间 小 可 ， 读 者 通 
过 一 一 接触 这 些 习 题 ， 对 各 有 关 领 域 的 数学 ， 不 单单 停留 于 
理解 而 且 为 实际 应 用 进行 实际 训练 ， 同 时 使 之 产 牛 浓厚 的 兴 
趣 ， 

对 于 译 者 来 讲 ， 首 先 要 考虑 的 是 不 要 损害 原 书 的 特点 ， 
然而 这 是 困难 的 。 只 要 英语 和 日 语 有 着 基本 人 性 格 的 差别 ， 就 
给 翻译 工作 带 来 困难 , 这 本 是 意料 之 中 的 ,可 是 在 这 本 书 里 ， 
儿 乎 是 相同 的 内 容 ， 巧 妙 地 逐步 深入 揭示 出 来 ， 变 换 各 种 说 
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” 甘 的 地 方 很 多 。 为 了 表现 这 种 巧妙 的 语言 上 的 微妙 差别 ， 而 


且 在 短 时 间 内 用 精练 的 日 语 把 它 创 作出 来 ， 坦 白 讲 对 于 我 所 
具有 国语 水 平实 在 难以 做 到 ， 

对 于 术语 来 诗 ， 考 虑 便于 初学 者 以 遵照 《文部 省 * 学 术 
用 语 集 》 为 痊 . 实际 上 这 个 用 语 集 从 我 们 的 习惯 来 讲 不 熟 习 
的 吉 现 还 是 很 多 的 .除非 不 得 已 我 们 觉得 这 样 作对 初学 者 是 
方便 的 。 相 反对 于 有 经 验 的 读者 也 许 反 而 不 便 ， 为 此 编 了 一 
个 日 英 对 照 的 索引 ， 

对 于 译 者 来 讲 ， 虽 倾注 了 相当 允 的 时 间 和 精力， 难免 册 
有 推 蔽 不 够 的 地 方 ， 译 者 三 人 不 够 协调 .… 致 的 地 方 也 在 所 难 
免 。 虽 特别 注意 了 正确 人 忻 ， 但 意料 不 到 的 错误 也 许 会 有 ， 请 
多 却 批 评 指 正 ， 以 期 以 后 有 机 会 加 下 修订 、 

耻 和 52 年 (公历 :977 年 一 一 中 译 者 注 〉8 月 


日 译 者 


下 


